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𝒙𝟑 + 𝒃𝒙 = 𝒄

 

ח'ואריזמי המאה התשיעית, הופיעה תורת האלגברה בין דפי ספרו של מוחמד בן מושה אל  מתחילת

שנקרא  החדש המתמטי הענף של מולדתו הייתה וזו, והאיזון ההשלמהספר  – ""כתאב אל גבר ולמוקבלה

אלה  קשרים. שרה לקשר בין האלגברה לגאומטריהפשל תורה זו בכך שא   וטנציאלהפ נגלהגם אלגברה. 

חדשים במתמטיקה, שבהם האלגברה מיושמת בצורה טבעית  תחומיםגרמו להיווצרותם של מספר 

(. רושדי ראשד 2011)ראשד,  וגאומטריהכמו תורת המספרים  ,בנושאים הקלסיים מיוון העתיקה

 בשני התפתחה'ואריזמי ח אל של האלגברה כי מראה ,וריון המצריהמתמטיקאי, הפילוסוף וההיסט

למשל חשבון פולינומים, וכיוון  ,כיוון חישובי :(2005, ; ראשד וזאדה2010)ראשד,  ראשיים כיוונים

 .זה במדור נדון ובו, האלגברית הגאומטריה של תחילתהאת  מסמןגאומטרי ש

 بن عمر الفتوح أبو الدين غياث'יאם )ח אל אבראהים בן עומר פתוח אל אבו דין אל את''יע המלא שמו

 אנוסף להיותו מתמטיקאי היה גם בקיאיראן.  בצפון( 1131-1048(, נולד בעיר ניסאבור )الخيام ابراهيم

 באסטרונומיה ופילוסופיה. 

 של לתחילתה נחשבת זו העבוד .אלגברהנושא ב עומר שלבאחת מעבודותיו  נתמקד אנו זה במדור

 חיבורו. בתחילת שלישית ממעלה המשוואות לכל גאומטרי פתרון נותן עומר ובה האלגברית הגאומטריה

לישית בצורה אלגברית כי לא הוא ולא מי שהיה לפניו הצליחו לפתור משוואה ממעלה ש עומר הצהיר

 ,ארבע מאות שנה לאחר ,אכן. וזאתאומטרית( והוא קיווה כי בעתיד יבוא מישהו ויעשה טהורה )לא ג

 אלגברית נוסחה( לגלות Burton, 2011) וטרטגליה קרדאנו האיטלקים הצליחו ,עשרה-הששבמאה 

ושאים המוכלים בשני בנ להבין חייבשל החיבור כל קורא  לחיבורו כיעומר במבוא  ציין כמו כן .סגורה

 המסורת של העל השפע זה יכול להעידדבר היסודות של אוקלידס והקונוסים של אפולוניוס. : הספרים

  .באותה התקופההעתיקה על המדע הערבי  ניתוהיו

של  ומקומם גורמים מספר, דרגה לפי ומטה שלישית ממעלה משוואות 25 מיין הוא עומר של חיבורוב

משוואות אלו מוצג פתרון גאומטרי. חשוב רק לציין כי באותה התקופה  25לכל  .במשוואה גורמים אלו

  ן לא היה נהוג להשתמש במספרים שליליים, ולכן כל המקדמים הם מספרים חיוביים.עדיי
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 למצב בהתאם. מעגליםהם בסיסיו שקונוס ליתוך בין מישור מרחבי חבקוני הוא עקום המתקבל  חתך

 .1 באיור שמתואר כפיארבעה עקומים שונים,  מתקבליםההדדי בין המישור לציר ובסיס החרוט 

 

 מעגל אליפסה  פרבולה  היפרבולה 

 : חתכים קונים1איור 

 :במישור הקרטיזי המודרנית בצורתם הקונים החתכים עבור הקנוניות המשוואותאלה 

  :היפרבולה
𝑥2

𝑎2 −
𝑦2

𝑏2 = 1 

 :אליפסה
𝑥2

𝑎2 +
𝑦2

𝑏2 = 1  

𝑦 :פרבולה = 𝑎𝑥2 זה(. מדורב עליה )נרחיב 

𝑥2 :גלמע + 𝑦2 = 𝑅2 

 

 (המוקד) 𝐹שמרחק כל אחת מהן מנקודה נתונה  של הנקודות במישורי המקום הגאומטר יאה פרבולה

 (.2)איור  (המדריך) 𝑑שווה למרחקה מישר נתון 

ן העתיקה היה נהוג ומאז ימי יו •

 דרךלהציג את משוואת הפרבולה ב

𝐵𝐸2 :ההבא = 𝐴𝐵 ∙ 𝐷𝐸  ( ראה

כפי  .(Katz, 2014)( 2 איור

שמשה ששנראה בהמשך, זו הצורה 

 . גם את עומר אל ח'יאם

𝐴𝐵אם נסמן  • = √𝑏  נקבל את

משוואת הפרבולה בצורתה 

 :המודרנית

  𝑥2 = √𝑏 ∙ 𝑦 y =
x2

√b
  

𝐵𝐸, כי 2וזה ברור מאיור  = 𝑥, 𝐷𝐸 = 𝑦. 
 ומדריך מוקד ידי על המוגדרת פרבולה :2 איור
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+ bx = c 3xa

𝑥3שלושה גורמים:  המכילה שלישיתהיא משוואה אלגברית ממעלה  13 משוואה + 𝑏𝑥 = 𝑐 ,כאשר 

דר יעומר כאשר ס שקבע הסידוריהוא המספר  13מספרים ממשים חיובים. המספר  הם 𝑐-ו 𝑏 המקדמים

ות ממעלה משוואההיא הראשונה בששת  13אות ממעלה שלוש ומטה. המשוואה והמשו 25את  יןומי

 (.2005, וזאדה רק שלושה גורמים )ראשד מכילותששלוש 

𝒙𝒃, 𝒄

,𝑥3להציג את הנעלם וחזקותיו  אפשר 𝑥2, 𝑥 גדלים גאומטריים כמו אורך קטע, שטח ריבוע ונפח קובייה ב

ח של אובייקט מישורי, והמקדם שט ייצגמ 𝑏, המקדם 13ה אבהתאמה. כדי לשמור על ההומוגניות במשוו

𝑐 מחוגה ריבוע בעל צלע בלבנות בסרגל ו אפשרנפח של אובייקט מרחבי. לכן  ייצגמ𝐴𝐵 המקיים 

𝐴𝐵2 = 𝑏 ,בעלת בסיס  ותיבה𝐴𝐵2  וגובה𝐵𝐶 מתהמקיי 𝐴𝐵2 ∙ 𝐵𝐶 = 𝑐. 3 איור ראה. 

 
 

 3איור 

𝒙𝟑 משוואה:האת עומר אל ח'יאם הצליח לפתור  + 𝒃𝒙 = 𝒄 חיתוך שני חתכים קונים: באומטרית בדרך ג

 .'יאםח אל עומר פי על היהבנינציג לפניכם כעת את מעגל ופרבולה. 

𝑥3: נתון + 𝑏𝑥 = 𝑐 כך ש-𝑏, 𝑐 > 0 

: המקיימים 𝐵𝐶-ו 𝐴𝐵מחוגה שני קטעים בסרגל וב נבנה

𝐴𝐵2 = 𝑏 ו-𝐴𝐵2 ∙ 𝐵𝐶 = 𝑐 קודם שתיארנו כפי. 

 משוואתהשנצייר פרבולה  . 1

(𝑥2 = √𝑏 ∙ 𝑦) ⇔ 𝐵𝐸2 = 𝐴𝐵 ∙ 𝐵𝐺 

 ,ראשד)על ידי המחוגה השלמה לציור חתכים קונים 

2008.) 

, כך 4 באיורמופיע שכפי  BC קוטרנצייר מעגל בעל  . 2

 .B-ו D ותנחתכים בנקוד שהפרבולה והמעגל

 בהתאמה. 𝑦-ו 𝑥רים יעל הצ 𝐷𝐺-ו DE נוריד שני אנכים 𝐷 מנקודה . 3
 4 איור
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𝐵𝐺 בוש 𝐵𝐺DE וצר לנו מלבןנ = 𝐸𝐷, 𝐷𝐺 = 𝐸𝐵 

 

 :משפט

𝐵𝐸הקואורדינטה הרוחבית  = 𝑥  עבור נקודת החיתוך𝐷 ,מתקיים כלומר, 13 משוואהפתרון  היא: 

𝐵𝐸3 + 𝑏 ∙ 𝐵𝐸 = 𝑐  (4)ראה איור. 

 נוכיח שלוש טענות עזר לפני הוכחת המשפט העיקרי.

 

מתקיימים היחסים  4ה ואיור ילפי הבני :1למה 
𝐵𝐸

𝐸𝐷
=

𝐵𝐸

𝐵𝐺
=

𝐴𝐵

𝐵𝐸
 . 

 הוכחה:

 נמצאת על הפרבולה לכן היא מקיימת: 𝐷מאחר שנקודת החיתוך 

𝐵𝐸2 = 𝐴𝐵 ∙ 𝐵𝐺 

𝐵𝐸2 = 𝐴𝐵 ∙ 𝐵𝐺       /: (𝐵𝐸 · 𝐵𝐺)/  

𝐵𝐸

𝐵𝐺
=

𝐴𝐵

𝐵𝐸
  

𝐵𝐸

𝐸𝐷
=

𝐵𝐸

𝐵𝐺
=

𝐴𝐵

𝐵𝐸
  

𝐵𝐺כי  = 𝐸𝐷 

 מש"ל

 

 , מתקיים היחס5לפי הבנייה ואיור : 2 למה
𝐵𝐸

𝐸𝐷
=

𝐸𝐷

𝐸𝐶
 . 

 :הוכחה

𝐵𝐷𝐶∢ , מתקיים5 לפי איור = היקפית על )זווית  ˚90

𝐶𝐵𝐷∢נסמן  ΔBD𝐶 במשולש .(𝐵𝐶 קוטר = α ולכן 

∢BCD = 90˚ − 𝛼  

𝐷𝐸 כיעולה ה יומהבני ⊥ 𝐵𝐶 ולכן מתקיים: 

 ∢𝐸𝐵𝐷 = ∢𝐸𝐷𝐶 = 𝛼 

ΔBED המשולשיםנקבל כי  ∼ 𝛥𝐷𝐸𝐶 היחס: לים אתבדומים, ומהדמיון מק 

 
𝐵𝐸

𝐸𝐷
=

𝐷𝐸

𝐸𝐶
  

 מש"ל

  

 5 איור
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 יה מתקייםימהבנ: 3 למה
𝐴𝐵2

𝐵𝐸2 =
𝐵𝐸

𝐸𝐶
 . 

 .𝐵𝐸 לב כי זו הפעם הראשונה שבה מופיעה החזקה השלישית של הצלע יש לשים

  :מתקיים 2למה ו 1לפי למה 

   
𝐴𝐵

𝐵𝐸
=

𝐸𝐷

𝐸𝐶
     /·

𝐴𝐵

𝐵𝐸
 ֵ

ֵ
𝐴𝐵2

𝐵𝐸2 =
𝐸𝐷

𝐸𝐶
·

𝐴𝐵

𝐵𝐸
 ֵ

 מתקיים: 1 למהועל פי 
𝐴𝐵

𝐵𝐸
=

𝐵𝐸

𝐸𝐷
  

 נקבל:
𝐴𝐵2

𝐵𝐸2 =
𝐸𝐷

𝐸𝐶
·

𝐵𝐸

𝐸𝐷
 

 
𝑨𝑩𝟐

𝑩𝑬𝟐 =
𝑩𝑬

𝑬𝑪
 ֵ

 מש"ל

 

ֵ

𝐴𝐵2   3 למהל פי ע · 𝐸𝐶 = 𝐵𝐸3       /+(𝐴𝐵2 · 𝐵𝐸)  

 𝐴𝐵2 · 𝐸𝐶 + 𝐴𝐵2 · 𝐵𝐸 = 𝐵𝐸3 + 𝐴𝐵2 · 𝐵E 

𝐵𝐸   -ומאחר ש + 𝐸𝐶 = 𝐵𝐶  (4)כנראה באיור 

𝐴𝐵2  נקבל · 𝐵𝐶 = 𝐵𝐸3 + 𝐴𝐵2 · 𝐵𝐸 

𝐴𝐵2 :המקדמים בנייתולפי  = 𝑏   ו-𝐴𝐵2 ∙ 𝐵𝐶 = 𝑐 

𝑐  :בסוף מקבלים = 𝐵𝐸3 + 𝑏 · 𝐵𝐸 ⇔  𝑐 =  𝑥3 + 𝑏𝑥 

 מש"ל

 

 פרבולה. לחיתוך בין מעגל בלפתרון  ותתמיד ניתנ 13ר אל ח'יאם כי משוואות מטיפוס סיק עומה ומכאן

קונסטרוקטיבית ואין בה שום אינדיקציה על איך מקבלים את שני הוכחה  אהישל אל ח'יאם ההוכחה 

מעניין לדעת כיצד ראה עומר אל ח'יאם כי המעגל והפרבולה אכן (. 2010ים )ראשד, יהחתכים הקונ

 יכולים לפתור את המשוואה. 

חיתוך בין פרבולה להיפרבולה בפתר את אותה משוואה  אל ח'יאם,אחרי חי כמה דורות ש ,אבן אל הייתם

𝑥2 -שקולה ל 13ואת זה קל לראות ישירות, כי משוואה  + 𝑏 =
𝑐

𝑥
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אל ונראה איך אפשר לקבל את המעגל והפרבולה של  13עכשיו נלך בכיוון ההפוך, נתחיל ממשוואה 

 .ח'יאם

  𝑥3 + 𝑏𝑥 = 𝑐                   /· 𝑥 

⇔ 𝑥4 + 𝑏𝑥2 = 𝑐𝑥     / : 𝑏       

⇔
𝑥4

𝑏
+ 𝑥2 =

𝑐

𝑏
𝑥 

⇔ (
𝑥2

√𝑏
)

2

+ 𝑥2 =
𝑐

𝑏
𝑥 

 

𝑦נגדיר פרבולה  =
𝑥2

√𝑏
 ונקבל, 

  

⇔ 𝑦2 + 𝑥2 =
𝑒

𝑏
= 𝑥    /−

𝑒

𝑏
𝑥     

 2 2 0
c

x x y
b

   

 :נקבל את המעגל מלא בועיועל ידי השלמה לר

 
2 2

2

2 2

c c
x y

b b

   
     

   
 

) ומרכזשמעגל של העל ידי חיתוך מתקבל  13פתרון משוואה  ברור יותר מדועועכשיו 
𝑐

2𝑏
,  וורדיוס (0

𝑐

2𝑏
𝑦לה , והפרבו =

𝑥2

√𝑏
. 

שהוא אותו יש שורש ממשי יחיד  13 של משוואה משוואה אלגברית מהטיפוסל היום אנו יודעים כי

 ושני שורשים מרוכבים צמודים, כל עוד שהמקדמים הם מספרים ממשיים. שורש שמצא אל ח'יאם 

ות הח'ליפות גם ללמוד על התפתחותו של המדע הערבי תחת חס אפשרהוכחה המוצגת באמצעות ה

תקופה כדת המעודדת מדע, תרבות ושילוב של הידע החדש עם  האסלאם באותבהתבונן האסלאמית, ול

 הידע היווני וההודי שקדם לידע זה. 

התלמידים ניסו  ,מידי כיתה י'. ראשיתלהוצגה לת 13ית של אל ח'יאם לפתרון משוואה גישתו הגאומטר

פניהם דרך הפתרון בהוצגה  ,מכירים, ולאחר שלא הצליחוהם שים יכלים האלגברבלפתור את המשוואה 

ל לא הצליחו לפתור, וגם כשילוב ששהפתיעה אותם גם כדרך לפתור את המשוואה ש של אל ח'יאם

 גישה גאומטרית בפתרון משוואה.
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