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 תקציר

יו קדקודחסימה, עם משולש ששני -במאמר זה נציג שלוש תכונות המקשרות מרובע בר
השלישי הוא  קדקודהם נקודות החיתוך של המשכי צלעות נגדיות של המרובע וה

נראה שנקודת  ועם מעגל אוילר של משולש זה. המרכז של המעגל החוסם את המרובע
 של הגבהים במשולש.החיתוך של אלכסוני המרובע היא גם נקודת החיתוך 

נראה שנקודת החיתוך של קטעי האמצעים של במרובע שייכת למעגל אוילר של 
 המשולש שהגדרנו בעזרת המרובע.

ה קדקודשווה לזווית של המשולש ש נראה שזווית שבין קטעי האמצעים במרובע
 במרכז המעגל.

ובפרט משולב בשיטות הוכחה שונות, בתהליך ההוכחה של התכונות נדגים שימוש 
שיטת המספרים המרוכבים בהנדסת המישור; שימוש בתכונות של קוטב ופולרה שלו 

; שימוש בתכונות של המרובע אינוורסיהכאשר קוטב ופולרה מוגדרות בעזרת העתקת 
 השלם.

וקלידית וכן למורי א גאומטריההמאמר מיועד למתעניינים בתכונות חדשות ב
ה להוראת המקצוע המעוניינים להכיר ולסטודנטים בשלבי ההכשר מתמטיקה בפועל

 ות.גאומטרישיטות חדשות ופחות מוכרות להוכחת תכונות 

 
 

  

שיטת מספרים מרוכבים )מעגל אוילר(;  הנקודות תשע מעגלחסימה; -מעגל בר מילות מפתח:
המרובע  ;ורסיהוהעתקת אינופולרה שלו ביחס למעגל;  קוטב; בהנדסת המישור

 .השלם

 

  שילוב שיטות שונות להוכחת תכונות המקשרות
 המוגדר בעזרתו  משולש חסימה עם-מרובע בר

 ועם מעגל אוילר של המשולש

 פרייברט( ראיסה) רעיהדוד פרייברט ו
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 הקדמה

חסימה -במאמר נדבר על מרובע בר
)מרובע ציקלי( מהצורה הכללית ביותר, 
כלומר מרובע שצלעותיו אינן מקבילות 

(. במרובע 1באיור  ABCD)ראה מרובע 

כזה המשכי הצלעות הנגדיות נחתכים 

(. 1באיור  G-ו Fבשתי נקודות )בנקודות 

עם מרכז המעגל החוסם  אלההנקודות ה
)המשולש  את המרובע מגדירים משולש

OFG  1באיור.) 

כל משולש )ובפרט המשולש שתיארנו( 
מגדיר מעגל העובר דרך תשע הנקודות 

, K(, שלושה עקבי הגבהים )הנקודות 2באיור  H-ו F ,Gהצלעות )הנקודות אמצעי : שלושה האלה

L ו-M  בין נקודת מפגש הגבהים וי המשולש קדקוד( ושלושה אמצעי הקטעים שבין 2באיור

מעגל זה נקרא "מעגל אוילר" על שמו של מתמטיקאי דגול לאונרד  (.2באיור  Q-ו N ,P)הנקודות 

 .1765אוילר שגילה את המעגל בשנת 

כל שלוש נקודות מתוך  באמצעותגדיר כל מעגל אוילר לה אפשר
ר יש הרבה תכונות למעגל אויל תשע הנקודות שפירטנו לעיל.

הוא משיק לארבעת המעגלים המשיקים  למשל מעניינות,
למשולש, כאשר מעגל אחד חסום במשולש ושלושה מעגלים 

(, כלומר משיקים Excircles) תחיצוני דרךמשיקים למשולש ב
לצלע אחת של המשולש ולהמשכי שתי הצלעות האחרות. 

כמו כן קיימות תכונות  "משפט פיירבך". שםועה בתכונה זו יד
 המתארות שייכות של נקודות מיוחדות למעגל אוילר )למשל

  (.Hadamard, 2008 בתוך 374ראה בעיה 

-מרובע בר במאמר זה נוכיח שלוש תכונות המקשרות בין
כאשר התכונה השנייה מציגה נקודה מיוחדת חדשה השייכת , למשולש ולמעגל שתיארנו חסימה

 .למעגל אוילר

ובפרט נשתמש בשיטות , למיניהןנשלב שיטות הוכחה שנציג במאמר התכונות  לושבהוכחת ש
ת של קוטב ופולרה : שיטת המספרים המרוכבים בהנדסת המישור, תכונויחסית הוכחה נדירות

 .אינוורסיהוהעתקת  שלו ביחס למעגל

הקורא לכן לנוחות וות פחות נפוץ ומוכר, גאומטריהשימוש בשיטות הללו להוכחת תכונות 
, אינוורסיה הוספנו נספח בסוף המאמר שבו מובאות ההגדרות והתכונות העיקריות של העתקת

שיטת המספרים  נסביר אתבנספח  כמו כןקוטב ופולרה שלו ביחס למעגל, המרובע השלם. 
 המרוכבים בהנדסת המישור, שכן שיטה זו לא מוסברת כלל בספרות מקצועית בעברית. 



 חסימה עם משולש המוגדר בעזרתו ועם מעגל אוילר של המשולש-שילוב שיטות שונות להוכחת תכונות המקשרות מרובע בר

 

 

 כגכרך  – ח"עתש – ""שנתון 

– 163 – 

 

ות שנשתמש בהן בהוכחת התכונות של המאמר והסבר קצר על קבלת נוסחא כמההנספח מכיל 
 הנוסחאות הללו.

 :אלהשיטת המספרים המרוכבים בהנדסת המישור מתבססת על העקרונות ה

השייכת למישור מקבלת זוג  Mבוחרים מערכת צירים קרטזית במישור. כל נקודה  .1

,𝑥)קואורדינאטות ממשיות  𝑦) או קואורדינאטה מרוכבת 𝑚 = 𝑥 + 𝑦𝑖.  המספר𝑚̅ =

𝑥 − 𝑦𝑖 הוא המספר הצמוד ל-mהנקודה  , והוא גם הקואורדינאטה המרוכבת של𝑀′ 

 .x-ה יחסית לציר הממשי Mלנקודה  הסימטרית

מאפשר לתאר תכונות של הנקודה  𝑚̅ובמספר הצמוד  mבקואורדינאטה  ןזמבשימוש בו  .2

M. המכפלה  ,למשל𝑚 ⋅ 𝑚̅  את ריבוע המרחק של הנקודה מבטאתM ;מראשית הצירים 

𝑚 השוויון = 𝑚̅  אומר שהמספר𝑚 .הוא מספר ממשי 

ות או מתארות גאומטרימקשרות בין נקודות הנמצאות על צורות שנוסחאות  קיימות .3

ה לא מכילות קואורדינאטות של נקודות )בצור אלהתכונות של הצורות הללו. הנוסחאות ה

של אותיות  השל אותיות בודדות( ומספרים הצמודים לקואורדינאטות )גם כן בצור מפורטת

 בודדות(.

 במקרה שהנקודות השייכות למעגל היחידה )מעגל שמרכזו בראשית הצירים ורדיוסו שווה  .4

 (, רוב הנוסחאות יהיו פשוטות יותר.1-ל

לפתור שהיא מאפשרת  עובדהב בהנדסת המישור הוא הייחוד של שיטת המספרים המרוכבים
-וחישובים טכניים של רבי שימוש בנוסחאות מוגדרותבות בדרך אלגברית גאומטריבעיות 

השתמש ל אפשרהנתונים והדרישות של הבעיה מגדירות באילו נוסחאות של השיטה איברים. 
פתרון ל ובילהת לא סטנדרטית, מציאת דרך המגאומטריבעיה בפתרון בעיה זו. במקרה של 

ומת זאת, שימוש בשיטת המספרים המרוכבים מאפשר עיצירתיות וחיפוש ממושך. לדרושים 
החיסרון העיקרי של שיטת המספרים   ת לבעיה אלגברית סטנדרטית.גאומטרילעבור מבעיה 

המרוכבים הוא שבתהליך הפתרון מגיעים לשלב שבו נדרש "לפשט את הביטויים שהתקבלו", 
  לפישוט. לפעמים הביטויים הללו ענקיים וקשים

( MATLAB או Mathematicaלהיעזר בתוכנות מחשב ייעודיות )למשל  אפשראולם בשלב זה 
במהלך הוכחת התכונות של המאמר, נשתמש  ולבצע בעזרתן פישוטים של ביטויים ענקיים.

בפעם הראשונה נקבל ביטויים פשוטים  :פעמיים בשיטת המספרים המרוכבים בהנדסת המישור

 . Mathematicaעזר בתוכנת ידנית, ואילו בפעם השנייה נולכן נפשט אותם י
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בעזרתו ועם משולש המוגדר  חסימה עם-שלוש תכונות המקשרות מרובע בר
 מעגל אוילר של המשולש

 משפט

נקודת  Fנקודת חיתוך האלכסונים;  E(, שבו εמרכז של  O) ε מרובע החסום במעגל ABCDיהי 

נקודת החיתוך  CD; T-ו AB נקודת חיתוך המשכי הצלעות AD; G-ו BC חיתוך המשכי הצלעות

 (. 3)ראה איור  FG-ו OEנקודת החיתוך של הישרים  VW; H-ו PQשל קטעי האמצעים 

 אזי: 

היא נקודת  Eנקודת חיתוך האלכסונים  (1)

 .OFGהחיתוך של הגבהים במשולש 

)מעגל  שייכת למעגל אוילר Tהנקודה   (2)

)ראה  OFGתשע הנקודות( של המשולש 

 (.4איור 

הזווית שבין קטעי האמצעים של המרובע   (3)

ABCD  שווה לזווית המשולשOFG 

 , כלומרεהיא מרכז המעגל  הקדקודש

∡𝑷𝑻𝑽 = ∡𝑭𝑶𝑮. 

  1הוכחה של תכונה 

( בעזרת משפט 1להוכיח את התכונה ) אפשר

 (. Brocard's Theorem) ברוקרד
עבור הנתון של המשפט שלנו, לפי משפט 

 ברוקרד מתקיים: 

החוסם את  εשל המעגל  Oהמרכז 

הוא נקודת החיתוך  ABCDהמרובע 

של  (orthocenter) של המשכי הגבהים

  .EFGהמשולש 

את משפט ברוקרד מוכיחים בעזרת תכונות של קוטב ופולרה שלו ביחס למעגל ובעזרת תכונות 

-ו GOממשפט ברוקרד נובע כי הישרים (. Remorov, 2010 למשל) יתשל רביעית נקודות הרמונ

EF ,FO ו-GE ,FG ו-OH  מאונכים זה לזה בהתאמה, ולכן הנקודהE  היא נקודת החיתוך של

  .OFGבמשולש ( orthocenter) הגבהים

שיטת המספרים המרוכבים בהנדסת המישור,  ( בדרך אחרת המתבססת על1נוכיח את התכונה )
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 יהיה מעגל היחידה. נסמן  εנבחר מערכת צירים כך שהמעגל  נדגים את השימוש בשיטה.כך בו

בהתאמה. הנקודות  D-ו A ,B ,Cאת הקואורדינאטות המרוכבות של הנקודות  d-ו a ,b ,c-ב

𝑧הללו נמצאות על מעגל היחידה שמשוואתו היא  ⋅ 𝑧̅ = של  4.2בסעיף  (𝑖𝑖) )ראה נוסחה 1

 :מתקיים הקשר הבא נאטות של הנקודות למספרים הצמודים להןבין הקואורדי הנספח(. לכן

𝑎̅ =
1
𝑎

  ,𝑏̅ =
1
𝑏

  ,𝑐̅ =
1
𝑐

𝑑̅ -ו   =
1
𝑑

לבטא את הקואורדינאטות המרוכבות של הנקודות  אפשר .

E ,F ו-G  והמספרים הצמודים להן( באמצעות הקואורדינאטות של הנקודות(A ,B ,C ו-D דרךב 

 (:של הנספח 4.7בסעיף  (𝑖𝑖)-ו (𝑖))ראה נוסחאות  זוה

 𝑒̅ =
𝑎+𝑐−𝑏−𝑑
𝑎𝑐−𝑏𝑑

𝑒וגם      =
𝑏𝑐𝑑+𝑎𝑏𝑑−𝑎𝑐𝑑−𝑎𝑏𝑐

𝑏𝑑−𝑎𝑐
   ;𝑓̅ =

𝑎+𝑑−𝑏−𝑐
𝑎𝑑−𝑏𝑐

 וגם 

  𝑓 =
𝑏𝑐𝑑+𝑎𝑏𝑐−𝑎𝑐𝑑−𝑎𝑏𝑑

𝑏𝑐−𝑎𝑑
 ;𝑔̅ =

𝑐+𝑑−𝑎−𝑏
𝑐𝑑−𝑎𝑏

𝑔 וגם    =
𝑎𝑏𝑑+𝑎𝑏𝑐−𝑏𝑐𝑑−𝑎𝑐𝑑

𝑎𝑏−𝑐𝑑
 . 

𝐹𝐸⃗⃗⃗⃗-ש של הנספח, בקואורדינטות מרוכבות התנאי 4.5שבסעיף  (𝑖𝑖)לפי נוסחה   ⃗ ⊥ 𝐺𝑂⃗⃗⃗⃗ שקול  ⃗ 

−𝑓) (∗) לקיום השוויון 𝑒) ∙ (𝑔̅− 𝑜̅) + (𝑓̅− 𝑒̅) ∙ (𝑔− 𝑜) = 𝐺𝐸⃗⃗⃗⃗-ש והתנאי ,0  ⃗ ⊥ 𝐹𝑂⃗⃗⃗⃗  ⃗ 

−𝑔) (∗∗) שקול לקיום השוויון 𝑒) ∙ (𝑓̅− 𝑜̅) + (𝑔̅− 𝑒̅) ∙ (𝑓− 𝑜) = 0. 

 :ונקבל (∗), באגף השמאלי של השוויון g ,𝑔̅-, וe ,𝑒̅ ,f ,𝑓̅נציב את הביטויים של האותיות 

(
𝑏𝑐𝑑+𝑎𝑏𝑐−𝑎𝑐𝑑−𝑎𝑏𝑑

𝑏𝑐−𝑎𝑑
−
𝑏𝑐𝑑+𝑎𝑏𝑑−𝑎𝑐𝑑−𝑎𝑏𝑐

𝑏𝑑−𝑎𝑐
) ∙ (
𝑐+𝑑−𝑎−𝑏
𝑐𝑑−𝑎𝑏

− 0)+     

   + (
𝑎+𝑑−𝑏−𝑐
𝑎𝑑−𝑏𝑐

−
𝑎+𝑐−𝑏−𝑑
𝑎𝑐−𝑏𝑑

) ∙ (
𝑎𝑏𝑑+𝑎𝑏𝑐−𝑏𝑐𝑑−𝑎𝑐𝑑

𝑎𝑏−𝑐𝑑
− 0)  

 של כל אחד משני המחוברים נקבל:  יםלאחר פישוט הביטויים שבתוך הסוגריים הראשונ

(𝑏−𝑎)(𝑑−𝑐)(𝑎𝑐𝑑+𝑏𝑐𝑑−𝑎𝑏𝑑−𝑎𝑏𝑐)(𝑐+𝑑−𝑎−𝑏)
(𝑏𝑐−𝑎𝑑)(𝑏𝑑−𝑎𝑐)(𝑐𝑑−𝑎𝑏)

+  

+
(𝑏−𝑎)(𝑑−𝑐)(𝑎+𝑏−𝑐−𝑑)(𝑎𝑏𝑑+𝑎𝑏𝑐−𝑏𝑐𝑑−𝑎𝑐𝑑)

(𝑎𝑑−𝑏𝑐)(𝑎𝑐−𝑏𝑑)(𝑎𝑏−𝑐𝑑)
   

 (∗)והשוויון  0-ללכן סכומם שווה ובביטוי שקיבלנו שני המחוברים שונים זה מזה רק בסימן, 
 .Eעובר דרך הנקודה  OFGבמשולש  GOולכן הגובה לצלע , מתקיים

עובר דרך  FO , ומכאן נובע שגם הגובה לצלע(∗∗)בדומה מוכיחים את קיומו של השוויון 

 . Eנחתכים בנקודה  OF-ו OGהגבהים לצלעות  OFG לסיכום, קיבלנו שבמשולש .E הנקודה

של המשולש  FG ( הוא הגובה לצלע השלישיתE)שגם כן עובר דרך הנקודה  OHלכן הקטע 

OFG . 

 מש"ל



 פרייברט( ראיסה) ורעיהדוד פרייברט 
 

 

 כגכרך  – ח"עתש – ""שנתון 

– 166 – 

 

 2הוכחה של תכונה 

זו לזו )ראה הגדרה  H-ו E מעבירה את הנקודות εביחס למעגל  אינוורסיהנוכיח שהעתקת ה

 בנספח(. 1בסעיף  אינוורסיהומספר תכונות של 

, Fהוא הפולרה של הנקודה  EG והישר Gהוא הפולרה של הנקודה  EF, הישר εביחס למעגל 

של הנספח(. לכן לפי תכונות של קוטב ופולרה ביחס למעגל )ראה תכונה  2בסעיף  2)ראה תכונה 

היא קוטב שהפולרה שלו ביחס  EG-ו EFשל הפולרות  Eהחיתוך  נקודה של הנספח(, 2בסעיף  3

. בהוכחה של FGהיא הישר  E, כלומר פולרה של הנקודה G-ו Fעוברת דרך הנקודות  εלמעגל 

של קוטב . לכן לפי ההגדרה Hוחותך אותו בנקודה  FGמאונך לישר  OE נו שהישריהרא 1תכונה 

 H-ו Eהנקודות  εביחס למעגל  אינוורסיהבנספח(, ב 2ביחס למעגל )ראה סעיף  ופולרה
  זו.עם ות זו מתחלפ

 EG-ו EFאת אמצעי הקטעים  𝑂2-ו 𝑂1-נסמן ב

שייכות  𝑂2-ו 𝑂1בהתאמה, ונוכיח כי הנקודות 

(. 5בהתאמה )ראה איור  VW-ו PQלישרים 

נשתמש בתכונה הבאה של המרובע השלם )ראה 
 של הנספח(: 3הגדרה של המרובע השלם בסעיף 

"במרובע השלם אמצעי האלכסונים נמצאים על 
 אותו קו ישר".

)ראה  AFBECDבמקרה שלנו במרובע השלם 

הן אמצעי  𝑂1-ו P ,Q( הנקודות 5איור 

לכן הן ו ,בהתאמה EF-ו AB ,CDהאלכסונים 

  נמצאות על אותו קו ישר.

 EG-ו BC ,AD הן אמצעי האלכסונים 𝑂2-ו V ,Wהנקודות  BGCEDAדומה במרובע השלם ב

  , ולכן הן נמצאות על אותו קו ישר.בהתאמה

נמצאות על מעגל אחד. נשתמש בשיטת  H-ו 𝑂1 ,T ,𝑂2 כעת נוכיח כי ארבעת הנקודות

 H-ו T ,𝑂1 ,𝑂2המספרים המרוכבים. נבטא את הקואורדינאטות המרוכבות של הנקודות 

 : D-ו A ,B ,C)והמספרים הצמודים להן( באמצעות הקואורדינאטות של הנקודות 

 של הנספח(: 4.3 בסעיף (𝑖𝑖))ראה נוסחה עבורה . לכן נקבל PQהיא אמצע הקטע  Tהנקודה 

𝑡 = 1
2
(𝑝 + 𝑞) = 1

2
(1
2
(𝑎 + 𝑏) + 1

2
(𝑐 + 𝑑)) = 1

4(𝑎 + 𝑏 + 𝑐 + 𝑑)  

𝑡̅  וגם  = 1
4
(𝑎 + 𝑏 + 𝑐 + 𝑑)̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅

=
𝑏𝑐𝑑+𝑎𝑐𝑑+𝑎𝑏𝑑+𝑎𝑏𝑐

4𝑎𝑏𝑐𝑑
 . 

 ( נקבל:EG-ו EF)שהן אמצעי הקטעים  𝑂2-ו 𝑂1עבור הנקודות 

𝑜1 =
1
2
(𝑓 + 𝑒) = 1

2
(
𝑏𝑐𝑑+𝑎𝑏𝑐−𝑎𝑐𝑑−𝑎𝑏𝑑

𝑏𝑐−𝑎𝑑
+
𝑏𝑐𝑑+𝑎𝑏𝑑−𝑎𝑐𝑑−𝑎𝑏𝑐

𝑏𝑑−𝑎𝑐
)  
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𝑜1̅וגם   =
1
2
(𝑓̅ + 𝑒̅) = 1

2
(
𝑎+𝑑−𝑏−𝑐
𝑎𝑑−𝑏𝑐

+
𝑎+𝑐−𝑏−𝑑
𝑎𝑐−𝑏𝑑

)  , 

𝑜2 =
1
2
(𝑔 + 𝑒) = 1

2
(
𝑎𝑏𝑑+𝑎𝑏𝑐−𝑏𝑐𝑑−𝑎𝑐𝑑

𝑎𝑏−𝑐𝑑
+
𝑏𝑐𝑑+𝑎𝑏𝑑−𝑎𝑐𝑑−𝑎𝑏𝑐

𝑏𝑑−𝑎𝑐
)  

𝑜2̅ וגם  =
1
2
(𝑔̅ + 𝑒̅) =  1

2
(
𝑐+𝑑−𝑎−𝑏
𝑐𝑑−𝑎𝑏

+
𝑎+𝑐−𝑏−𝑑
𝑎𝑐−𝑏𝑑

).  

והמספרים הצמודים להן מתקיים הקשר  H-ו E הקואורדינאטות המרוכבות של הנקודותבין 

ℎ   (:בנספח 4.9 הבא )ראה סעיף =
1
𝑒̅

ℎ̅ וגם     =
1
𝑒

ℎ, ולכן    =
𝑎𝑐−𝑏𝑑
𝑎+𝑐−𝑏−𝑑

  

ℎ̅ וגם   =
𝑏𝑑−𝑎𝑐

𝑏𝑐𝑑+𝑎𝑏𝑑−𝑎𝑐𝑑−𝑎𝑏𝑐
. 

 נמצאות על מעגל אחד שקול לקיום הנוסח H-ו 𝑂1 ,T ,𝑂2 שהנקודות התנאי

 (∗∗∗) 
𝑜1−𝑡
𝑜2−𝑡

:
𝑜1−ℎ
𝑜2−ℎ

=
𝑜1̅̅ ̅̅̅−𝑡̅
𝑜2̅̅ ̅̅̅−𝑡̅

:
𝑜1̅̅ ̅̅̅−ℎ

̅

𝑜2̅̅ ̅̅̅−ℎ
 .בנספח( 4.8 )ראה סעיף ̅

בלנו לעיל ישק ℎ̅-ו t ,𝑡̅ ,𝑜1, 𝑜1̅ ,𝑜2, 𝑜2̅̅̅  ,h את הביטויים של האותיות (∗∗∗)נציב בשוויון 

 ונקבל:

(

 

(
𝑏𝑐𝑑+𝑎𝑏𝑐−𝑎𝑐𝑑−𝑎𝑏𝑑

𝑏𝑐−𝑎𝑑
)+(
𝑏𝑐𝑑+𝑎𝑏𝑑−𝑎𝑐𝑑−𝑎𝑏𝑐

𝑏𝑑−𝑎𝑐
)

2
−(
𝑎+𝑏+𝑐+𝑑

4 )

(
𝑎𝑏𝑑+𝑎𝑏𝑐−𝑏𝑐𝑑−𝑎𝑐𝑑

𝑎𝑏−𝑐𝑑
)+(
𝑏𝑐𝑑+𝑎𝑏𝑑−𝑎𝑐𝑑−𝑎𝑏𝑐

𝑏𝑑−𝑎𝑐
)

2
−(
𝑎+𝑏+𝑐+𝑑

4 ))

 ×                                      

      ×

(

 

(
𝑎𝑏𝑑+𝑎𝑏𝑐−𝑏𝑐𝑑−𝑎𝑐𝑑

𝑎𝑏−𝑐𝑑
)+(
𝑏𝑐𝑑+𝑎𝑏𝑑−𝑎𝑐𝑑−𝑎𝑏𝑐

𝑏𝑑−𝑎𝑐
)

2
−(

𝑎𝑐−𝑏𝑑
𝑎+𝑐−𝑏−𝑑

)

(
𝑏𝑐𝑑+𝑎𝑏𝑐−𝑎𝑐𝑑−𝑎𝑏𝑑

𝑏𝑐−𝑎𝑑
)+(
𝑏𝑐𝑑+𝑎𝑏𝑑−𝑎𝑐𝑑−𝑎𝑏𝑐

𝑏𝑑−𝑎𝑐
)

2
−(

𝑎𝑐−𝑏𝑑
𝑎+𝑐−𝑏−𝑑

))

 =  

         =

(

 

(
𝑎+𝑑−𝑏−𝑐
𝑎𝑑−𝑏𝑐

)+(
𝑎+𝑐−𝑏−𝑑
𝑎𝑐−𝑏𝑑

)

2
−(
𝑏𝑐𝑑+𝑎𝑐𝑑+𝑎𝑏𝑑+𝑎𝑏𝑐

4𝑎𝑏𝑐𝑑
)

(
𝑐+𝑑−𝑎−𝑏
𝑐𝑑−𝑎𝑏

)+(
𝑎+𝑐−𝑏−𝑑
𝑎𝑐−𝑏𝑑

)

2
−(
𝑏𝑐𝑑+𝑎𝑐𝑑+𝑎𝑏𝑑+𝑎𝑏𝑐

4𝑎𝑏𝑐𝑑
))

 ×   

                  ×

(

 

(
𝑐+𝑑−𝑎−𝑏
𝑐𝑑−𝑎𝑏

)+(
𝑎+𝑐−𝑏−𝑑
𝑎𝑐−𝑏𝑑

)

2
−(

𝑏𝑑−𝑎𝑐
𝑏𝑐𝑑+𝑎𝑏𝑑−𝑎𝑐𝑑−𝑎𝑏𝑐

)

(
𝑎+𝑑−𝑏−𝑐
𝑎𝑑−𝑏𝑐

)+(
𝑎+𝑐−𝑏−𝑑
𝑎𝑐−𝑏𝑑

)

2
−(

𝑏𝑑−𝑎𝑐
𝑏𝑐𝑑+𝑎𝑏𝑑−𝑎𝑐𝑑−𝑎𝑏𝑐

))

  

( מקבלים בכל  Mathematicaהשוויון )בביצוע הפישוט נעזרנו בתוכנת  אגפילאחר פישוט של שני 



 פרייברט( ראיסה) ורעיהדוד פרייברט 
 

 

 כגכרך  – ח"עתש – ""שנתון 

– 168 – 

 

−   אחד מהאגפים את אותו הביטוי:
(𝑏  −  𝑐)(𝑎  − 𝑑)(𝑎2 𝑐  𝑑  +  𝑏2 𝑐  𝑑  + 𝑎  𝑏  (𝑐2  − 4 𝑐 𝑑 + 𝑑2))

(𝑎  − 𝑏)(𝑐  −  𝑑)(𝑎2 𝑏  𝑐  +  𝑎  (𝑏2  − 4 𝑏 𝑐 + 𝑐2)  𝑑  + 𝑏  𝑐  𝑑2)
 

 נמצאות על מעגל אחד.  H-ו 𝑂1 ,T ,𝑂2מתקיים, והנקודות  (∗∗∗)לכן השוויון 

מעגל "תשעת נקודות" )מעגל אוילר(  הוא H-ו 𝑂1 ,𝑂2 נוכיח כי המעגל העובר דרך הנקודות

 . OFGבמשולש 

 ( שייך למעגל אוילר.Hלכן בסיס הגובה )הנקודה ו, OFGגובה במשולש  הוא OH הקטע

עם נקודת מפגש  G-ו F י המשולשקדקודהן אמצעי הקטעים המחברים את  𝑂2-ו 𝑂1הנקודות 

הן שלוש נקודות מתוך תשע הנקודות השייכות  𝑂2-ו 𝑂1 ,H קיבלנו שהנקודות. Eהגבהים 

מגדירות את המעגל, ולכן הנקודה   אלהמכאן נובע שהנקודות ה .OFGל"מעגל אוילר" במשולש 

T .שייכת למעגל זה 

  מש"ל

 3הוכחה של תכונה 

 נוכיח את שני השוויונות:

∡𝐹𝑂𝐺 + ∡𝐹𝐸𝐺 = 180° (I) ו- ∡𝑃𝑇𝑉 + ∡𝐹𝐸𝐺 = 180° (II), את  ןבאמצעות ונוכיח

 .𝑃𝑇𝑉∡ -ו 𝐹𝑂𝐺∡שוויון הזוויות 

, נמשיך את (I)כדי להוכיח את השוויון 

  FR כך שיתקבלו הגבהים GE-ו FEהקטעים 

בהתאמה )ראה איור  OF-ו OGלצלעות  GS-ו

 הזוויות םו, סכEROSחסימה -(. במרובע בר6

 180°-שווה ל 𝑆𝐸𝑅∡-ו 𝑆𝑂𝑅∡הנגדיות 

𝑆𝑂𝑅∡-ומכאן, מכיוון ש = ∡𝐹𝑂𝐺  

𝑆𝐸𝑅∡ -ו = ∡𝐹𝐸𝐺   מקבלים  (,6)ראה איור

 .(I)את השוויון 

𝑂1𝑂2; (2 )( הישר 1(: )6)ראה איור  אלהנבצע את בניות העזר ה, (II)כדי להוכיח את השוויון 

 .𝑂2𝐻-ו 𝑂1𝐻הקטעים 

ומאונך אליו  EH, ולכן הוא חוצה את הקטע EFGהוא קטע האמצעים במשולש  𝑂1𝑂2הקטע 

 𝑂1𝐸𝑂2∡ -ו 𝑂1𝐻𝑂2∡הזוויות  ,𝑂1𝑂2 יחסית לישרכי (. מכאן נובע EH-מאונך ל FG)כי 

𝑂1𝐸𝑂2∡ לכן, וסימטריות זו לזו = ∡𝑂1𝐻𝑂2. מכיוון ש-∡𝑂1𝐸𝑂2 = ∡𝐹𝐸𝐺מתקיים , 

∡𝐹𝐸𝐺 = ∡𝑂1𝐻𝑂2. 
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 השוויון חסימה, ולכן מתקיים-הוא בר 𝑂1𝑇𝑂2𝐻 שהוכחנו נובע כי המרובע 2מהתכונה 

∡𝑂1𝑇𝑂2  + ∡𝑂1𝐻𝑂2 = 180° (III) . 

 .(II)לשוויון  (III)להמיר את השוויון אפשר בלנו לעיל, יבעזרת סדרת השוויונות שק

𝑃𝑇𝑉∡ ומכאן נובע שמתקיים ,מתקיימים (II)-ו (I)לסיכום, הוכחנו שהשוויונות  = ∡𝐹𝑂𝐺. 
 מש"ל

 הערה

בתאוריה של "מרובע קמור ומעגל היוצר 
פרייברט, נקודות פסקל על צלעות המרובע" )

2014 ;Fraivert, 2016a מוכיחים שבמרובע ,)
חסימה, האמצעים של זוג צלעות נגדיות -בר

הם "נקודות פסקל" הנוצרות בעזרת המעגל 
שקוטרו הוא הקטע המחבר את נקודת 
חיתוך האלכסונים של מרובע ואת נקודת 

חיתוך של הזוג השני של צלעות נגדיות ה

(Fraivert, 2016b .) 

הן "נקודות פסקל"  Q-ו Pלמשל הנקודות 

בעזרת  CD-ו ABהנוצרות על הצלעות 

)ראה איור  EFהמעגל שקוטרו הוא הקטע 

בעזרת המעגל שקוטרו  AD-ו BCהן "נקודות פסקל" הנוצרות על הצלעות  W-ו Vוהנקודות  ,(7

  :בדרך זו( לעיל 3)-( ו2את התכונות ) אפשר לנסח. לכן EGהוא הקטע 

נקודת  F נקודת חיתוך האלכסונים; E( שבו εמרכז של  O) ε מרובע החסום במעגל ABCDיהי 

נקודות  Q-ו CD; P-ו AB נקודת חיתוך המשכי הצלעות AD ;G-ו BC חיתוך המשכי הצלעות

נקודות  W-ו EF ;Vהוא הקטע הנוצרות בעזרת המעגל שקוטרו  CD-ו ABפסקל על הצלעות 

 .EGהנוצרות בעזרת המעגל שקוטרו הוא הקטע  AD-ו BCפסקל על הצלעות 

  ;OFGשייכת למעגל תשע הנקודות של המשולש  VW-ו PQנקודת חיתוך הישרים  (i)אז 

(ii)  הזווית החדה שבין הישריםPQ ו-VW  שווה לזווית המשולשOFG ה היא מרכז קדקודש

  .εהמעגל 
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 נספח
 1אינוורסיה – 1סעיף 

 הגדרה

 .O, שמרכזו בנקודה rמעגל בעל רדיוס  – 𝜔 יהיו:

, O, השונה מהנקודה Aהיא העתקה המעבירה כל נקודה  rורדיוס  Oעם מרכז  אינוורסיה

 :אלההמקיימת את התנאים ה 'Aלנקודה 

(𝑖) A'  שייכת לקרןOA. 

(𝑖𝑖)  המרחקים מהנקודהO  לנקודותA ו-A'  מקיימים

𝑂𝐴 (∗) את השוויון ⋅ 𝑂𝐴′ = 𝑟2. 

 ."אינוורסיהנקרא "מעגל ה 𝜔המעגל 

 התכונות הנובעות ישר מההגדרה

 .Aלנקודה  ′𝐴מעבירה גם את הנקודה  'Aלנקודה  Aהמעבירה את הנקודה  אינוורסיה ( 1

 לעצמה. 𝜔המעבירה כל נקודה הנמצאת על המעגל  אינוורסיה ( 2

-לנקודה החיצונית ל אינוורסיה(, עוברת בO)השונה מהנקודה  𝜔כל נקודה הפנימית למעגל  ( 3

𝜔.  וכן להפך, כל נקודה החיצונית למעגל𝜔לנקודה הפנימית ל אינוורסיה, עוברת ב-𝜔. 

, אז הקטע 𝜔למעגל  'Aמהנקודה  A'Bנעביר משיק  ,𝜔החיצונית למעגל  'Aבהינתן נקודה  ( 4

  איור(.)ראה  A'BO הוא הגובה ליתר במשולש ישר זווית Aלנקודה  Bבין נקודת ההשקה 

                                                           

 .3פסקה  5(, פרק Coxeter, 1967ראה קוסטר ) .1
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 2נתוןקוטב ופולרה ביחס למעגל  – 2סעיף 
 הגדרה

 יהיו:

𝜔 –   מעגל בעל רדיוסr שמרכזו בנקודה ,O. 

A –  נקודה השונה מ-O. 

A' –  תמונה שלA  ביחס למעגל  אינוורסיההמתקבלת בעזרת𝜔. 

a –  ישר העובר דרך הנקודה A'  ומאונך לישרOA  ראה(

 (.(b)-ו (a)איורים 

 (polarוהפולרה ) (pole) קראים הקוטבנ a והישר Aהנקודה 

 . 𝜔ביחס למעגל 

  תכונות של קוטב ופולרה
ההשקה של  היא הישר העובר דרך שתי נקודות xנתון הנמצא מחוץ למעגל, הפולרה  Xעבור קוטב  (1)

 .((c))ראה איור  X, היוצאים מהנקודה 𝜔למעגל  המשיקים

והמשכי הצלעות הנגדיות נחתכות  Zעבור מרובע החסום במעגל שבו והאלכסונים נחתכים בנקודה  (2)

הוא  ZXוהישר  Xהוא הפולרה של הנקודה  ZYמתקיים: הישר  (,(d))ראה איור  Y-ו X בנקודות

 .Yהפולרה של הנקודה 

 למעגל הנבחר( )ביחס A ,B ,C , אז הקטבים שלהםXעוברים דרך הנקודה  a ,b ,cאם הישרים  (3)

 (. (e))ראה איור  X הקוטב הפולרה של שהוא ,xשייכים לישר 

 
  

                                                           

 .205, 204(, סעיפים Hadamard, 2008וכן הדמרד ) 1פסקה  6קוסטר )שם(, פרק  .2
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 3המרובע השלם – 3סעיף 
 הגדרה

המרובע השלם הוא צורה המתקבלת ממרובע רגיל כלשהו שבו המשיכו את הצלעות הנגדיות עד 
ים הנגדיים זה לזה בזוגות. שני זוגות נגדיים קדקודלנקודת חיתוכן. המרובע השלם מכיל שישה 

הוא שתי  השלישיים שהיו נגדיים במרובע ההתחלתי, הזוג הנגדי קדקודהם אותם שני זוגות 
 ך של המשכי הצלעות.נקודות החיתו

 ים נגדיים נקרא אלכסון של המרובע השלם. קדקודעובר דרך זוג שהישר 

 ABCDFGהמרובע השלם  ופיעשמאל מבצד , באיור הלדוגמ

המשכת הצלעות הנגדיות על ידי  ABCDהמתקבל מהמרובע 

הם  FG-ו AC ,BDהישרים  .G-ו Fעד לחיתוכן בנקודות 

 אלכסוני המרובע השלם. 

 :אמצעי האלכסונים במרובע השלםתכונת 

 .במרובע השלם, אמצעי האלכסונים נמצאים על קו ישר

 למשל משפט מנלאוס )ראהסת על הוכחת התכונה הזו מתבס

 (.194סעיף  (,Hadamard, 2008) הדמרד

 FG ,AC ,BDהן אמצעי האלכסונים  L ,M ,Nשבאיור הנקודות  ABCDFG במרובע השלם

 בהתאמה. לכן הן נמצאות על אותו קו ישר, כנראה באיור.

 4שיטת המספרים המרוכבים בהנדסת המישור – 4סעיף 

 מרחק בין שתי נקודות .4.1

הם  b-ו aשתי נקודות במישור עם מערכת צירים קרטזית, המספרים המרוכבים  B-ו Aיהיו 

 .בהתאמה B-ו Aהקואורדינאטות של 

|𝐴𝐵|שבין הנקודות מחושב בעזרת הנוסחה:  |𝐴𝐵| המרחק = |𝐴𝐵⃗⃗⃗⃗  ⃗| = |𝑏 − 𝑎| כאשר ,

𝑏|המספר הממשי  − 𝑎| הוא הערך המוחלט של המספר המרוכב  𝑏 − 𝑎. 

𝑧|2|, הנוסחה לחישוב הריבוע של הערך המוחלט היא zעבור מספר מרוכב  = 𝑧 ⋅ 𝑧̅, לכן ו

 :דרך זוב B-ו Aציג את ריבוע המרחק שבין הנקודות אפשר לה

|𝑨𝑩|𝟐 = (𝒃 − 𝒂)(𝒃̅ − 𝒂̅)  כאשר((𝑏̅ − 𝑎̅)  הוא המספר הצמוד למספר(𝑏 − 𝑎).) 
  

                                                           

 .194ראה הדמרד )שם(, סעיף  .3

 .13(, פסקה Yaglom, 1968, וכן יגלום )181-154(, עמ' Skopets, 1990ראה סקופטס ) .4
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 משוואות מעגל. 4.2

מנוסחת המרחק בין שתי נקודות שהבאנו בסעיף הקודם נקבל את משוואת המעגל בעל רדיוס 

𝒛 (𝒊) (:𝑂(0), שמרכזו בראשית הצירים )בנקודה r ממשי ⋅ 𝒛̅ = 𝒓𝟐 במקרה זה( 𝐴 = 𝑂  

𝐵-ו = 𝑍  היא נקודה כלשהי הנמצאת במרחקr  מהנקודהO.) 

עבור מעגל היחידה )מעגל שמרכזו בראשית הצירים ורדיוסו שווה ליחידת האורך( משוואת 

𝒛 (𝒊𝒊)המעגל היא  ⋅ 𝒛̅ = . מהנוסחה הזו מתקבלת נוסחה חשובה המקשרת בין 𝟏

𝑧̅: (𝒊𝒊𝒊) 𝒛̅בין המספר הצמוד ועל מעגל היחידה  הנמצאת Zשל נקודה  zהקואורדינאטה  = 𝟏𝒛. 

 , משוואת המעגל תהיה:𝐴(𝑎)שמרכזו בנקודה  rעבור מעגל בעל רדיוס 

(𝒊𝒗) (𝒛 −𝒂)(𝒛̅− 𝒂̅) = 𝒓𝟐 . 

 אי לקולינאריות של שלוש נקודותיחס בחלוקת קטע ותנ .4.3

𝜆)היחס את  ≠ −1) 
𝐴𝐶⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗  ⃗

𝐶𝐵⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗  ⃗
= 𝜆  שבו הנקודהC  מחלקת את הקטעAB בטא בעזרת נ

𝝀 (𝒊): בדרך זו C-ו A ,Bהקואורדינאטות המרוכבות של הנקודות  = 𝒄−𝒂
𝒃−𝒄

𝜆כאשר   = 𝜆̅  מספר

 ממשי.

יהיו קולינאריות,  C-ו A ,Bממשי, הכרחי ומספיק כדי להבטיח שהנקודות  התנאי שהמספר 

 ימצאו על אותו קו ישר.יכלומר 

𝜆 במקרה =  ולכן: ,ABהיא אמצע הקטע  C, מתקיים שהנקודה 1

(𝒊𝒊) 𝒄 = 𝟏
𝟐
(𝒂+ 𝒃)   ⇐   𝑐− 𝑎 = 𝑏− 𝑐  ⇐   𝑐−𝑎

𝑏−𝑐
= 1  . 

𝑐נמצאת בראשית הצירים, כלומר  C במקרה שהנקודה = , התנאי לקולינאריות של הנקודות 0

𝐴(𝑎) ו-𝐵(𝑏)  עם נקודת ראשית הצירים𝑂(0) :יהיה 
−𝑎
𝑏
= 𝜆 = 𝜆̅ =

−𝑎̅
𝑏̅

  

𝒂𝒃̅ (𝒊𝒊𝒊) ומכאן: = 𝒂̅𝒃. 

 מקבילות של ישרים )קטעים(. 4.4

שני קטעים מקבילים. נעתיק את  CD-ו ABיהיו 

𝐴𝐵⃗⃗⃗⃗וקטור וה  Oלנקודת ראשית הצירים  ⃗ 

𝑂𝑀⃗⃗וקטור ונקבל ⃗⃗ ⃗⃗  = 𝐴𝐵⃗⃗⃗⃗  ⃗. 

, Aלכן עבור קואורדינאטות המרוכבות של הנקודות 

B ו-M :מתקיים 𝑏 − 𝑎 = 𝑚. 
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𝐶𝐷⃗⃗⃗⃗קטור ודומה נעתיק את הוב = 𝑂𝑁⃗⃗⃗⃗⃗⃗ונקבל וקטור  Oלנקודה  ⃗  𝐶𝐷⃗⃗⃗⃗ ולכן בקואורדינאטות  ,⃗ 

𝑑מרוכבות מתקיים:  − 𝑐 = 𝑛. 

מהסעיף הקודם, מתקיים:  (𝑖𝑖𝑖)לכן לפי תכונה ו ,Oקולינאריות עם הנקודה  N-ו Mהנקודות 

𝒎𝒏̅ = 𝒎̅𝒏 נציב את הביטויים של .m ו-n :ונקבל 

 (𝒊) (𝒃− 𝒂)(𝒅̅− 𝒄̅) = (𝒃̅− 𝒂̅)(𝒅− 𝒄). 

𝑎̅ מתקיים:שייכות למעגל היחידה )ולכן  D-ו A ,B ,Cבמקרה שהנקודות  =
1
𝑎 ,𝑏̅ =

1
𝑏

  ,𝑐̅ =
1
𝑐

  

𝑑̅ -ו =
1
𝑑

של המעגל מקבילים זה לזה, ובין הקואורדינאטות של הנקודות  CD-ו AB המיתרים (,

𝑏)מתקיים הקשר:  − 𝑎) (
1
𝑑
−
1
𝑐
) = (

1
𝑏
−
1
𝑎
) (𝑑 − 𝑐) או (𝒊𝒊) 𝒂𝒃 = 𝒄𝒅 . 

𝐴𝐵⃗⃗⃗⃗ קולינאריות, מתקיים C-ו A ,Bבמקרה שהנקודות   ⃗ ∥ 𝐴𝐶⃗⃗⃗⃗ נקבל תנאי נוסף  (𝑖)ולפי נוסחה  ,⃗ 

𝒃) (𝒊𝒊𝒊) לקולינאריות של שלוש נקודות: − 𝒂)(𝒄̅ − 𝒂̅) = (𝒃̅ − 𝒂̅)(𝒄 − 𝒂). 

 ישרים )קטעים( ניצבות של .4.5

שני ישרים מאונכים הנחתכים בראשית  OB-ו OAיהיו 

הן נקודות  𝐵(𝑏)-ו 𝐴(𝑎)הצירים, כאשר הנקודות 

 aאקראיות על הישרים. אם נכפיל את המספר המרוכב 

שהוא הקואורדינאטה  ai, יתקבל המספר iבמספר המדומה 

על ידי  Aהמתקבלת מהנקודה  'Aהמרוכבת של הנקודה 

הנקודה  כנגד כיוון השעון. 90° בזווית של Oהנקודה  סיבוב

A'  שייכת לישרOB ,לכן הנקודות וA' ו-B  קולינאריות עם ראשית הציריםO  ראה איור((a) .) 

𝑏מתקיים:  4.4בסעיף  (𝑖𝑖)לפי נוסחה  ⋅ 𝑎𝑖̅ = 𝑏̅ ⋅ 𝑎𝑖, ומכאן: 𝑏 ⋅ 𝑎̅ ⋅ (−𝑖) = 𝑏̅ ⋅ 𝑎 ⋅ 𝑖 

𝒂𝒃̅ (𝒊)  ולבסוף: + 𝒂̅𝒃 = 𝟎. 

שני קטעים המאונכים זה לזה. נעתיק את  CD-ו ABיהיו 

𝐴𝐵⃗⃗⃗⃗ קטוריםוהו 𝐶𝐷⃗⃗⃗⃗-ו ⃗  ונקבל:  Oלנקודת ראשית הצירים  ⃗ 

𝐴𝐵⃗⃗⃗⃗  ⃗ = 𝑂𝑀⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ 𝐶𝐷⃗⃗⃗⃗-ו    ⃗ = 𝑂𝑁⃗⃗⃗⃗⃗⃗   ראה איור((b).) 

 N-ו A ,B ,M לכן עבור קואורדינאטות המרוכבות של הנקודות

𝑏   מתקיים: − 𝑎 = 𝑚 ו- 𝑑 − 𝑐 = 𝑛 . 

𝑂𝑀-מכיוון ש ⊥ 𝑂𝑁 לפי הנוסחה ,(𝑖) :מתקיים 

𝑚𝑛̅ + 𝑚̅𝑛 =  או 0
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 (𝒊𝒊) (𝒃 − 𝒂)(𝒅̅ − 𝒄̅) + (𝒃̅ − 𝒂̅)(𝒅 − 𝒄) = 𝟎 

 יהיו מאונכים. CD-ו AB קטעים(ההיא תנאי לכך שהישרים ) (𝒊𝒊)הנוסחה 

 משוואה של ישר  .4.6

של  zבקואורדינאטה  Cשל הנקודה  cאת הקואורדינאטה  4.4של סעיף  (𝑖𝑖𝑖)אם נחליף בנוסחה 

 משוואת הישר העובר דרך הנקודות, נקבל את B-ו Aהקולינארית עם הנקודות  Zאקראית נקודה 

𝐴(𝑎) ו-𝐵(𝑏): (𝑧̅ − 𝑎̅)(𝑏 − 𝑎) = (𝑧 − 𝑎)(𝑏̅ − 𝑎̅). 

𝒛̅ (𝒊)  :בצורה מפורשתאו  =
𝒂̅−𝒃̅

𝒂−𝒃
𝒛 +

𝒂𝒃̅−𝒂̅𝒃
𝒂−𝒃

 

 מקרים פרטיים של משוואת הישר:

𝑧נמצאות על מעגל היחידה )שמשוואתו  B-ו Aבמקרה שהנקודות  א( ⋅ 𝑧̅ = (, נמיר את 1

𝑧̅ :זו לצורה (𝑖)הנוסחה  = −
1
𝑎𝑏
𝑧 +

𝑎+𝑏
𝑎𝑏

משוואת הישר העובר דרך , ולבסוף לקבל את 

𝒛 (𝒊𝒊) :של מעגל היחידה ABהמיתר  + 𝒂𝒃𝒛̅ = 𝒂 + 𝒃. 

 OAשל המעגל היחידה, משוואת הישר  𝑂(0)מתלכדת עם מרכז  Bבמקרה שהנקודה  ב(

𝑧̅ תהיה: =
𝑎̅−0̅
𝑎−0

𝑧 +
𝑎0̅−𝑎̅0
𝑎−0

𝒂𝒛̅ (𝒊𝒊𝒊) או  = 𝒂̅𝒛.  

 נקודת החיתוך של שני ישרים .4.7

שני מיתרים של מעגל היחידה הנחתכים  CD-ו AB יהיו

בעזרת  p. נבטא את הקואורדינאטה המרוכבת 𝑃(𝑝)בנקודה 

 .D-ו A ,B ,Cהקואורדינאטות המרוכבות של הנקודות 

 : CD-ו AB נתבונן במערכת המשוואות של הישרים

{
𝑧 + 𝑎𝑏𝑧̅ = 𝑎 + 𝑏
𝑧 + 𝑐𝑑𝑧̅ = 𝑐 + 𝑑

 (. 4.6בסעיף  (𝑖𝑖))ראה נוסחה  

𝑧̅ פתרון המערכת הוא =
𝑎+𝑏−𝑐−𝑑
𝑎𝑏−𝑐𝑑

.  

𝒛̅𝑷 (𝒊) מתקיים: Pלכן עבור נקודת החיתוך  =  𝒑̅ =
𝒂+𝒃−𝒄−𝒅
𝒂𝒃−𝒄𝒅

𝑝 וגם  =
𝑎̅+𝑏̅−𝑐̅−𝑑̅
𝑎𝑏̅̅ ̅̅̅−𝑐𝑑̅̅ ̅̅

. 

𝑎̅ מתקיים:  מכיוון שבמעגל היחידה  =
1
𝑎

 ,𝑏̅ =
1
𝑏

  ,𝑐̅ =
1
𝑐

𝑑̅ -ו   =
1
𝑑

 , לכן נקבל

  (𝒊𝒊) 𝒑 =
𝒃𝒄𝒅+𝒂𝒄𝒅−𝒂𝒃𝒅−𝒂𝒃𝒄

𝒄𝒅−𝒂𝒃
. 

, נצטרך לפתור את לא שייכות למעגל היחידה D-ו A ,B ,Cבמקרה הכללי שבו הנקודות 
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}המערכת: 
𝑧̅ =

𝑏̅−𝑎̅
𝑏−𝑎

𝑧 +
𝑏𝑎̅−𝑏̅𝑎
𝑏−𝑎

𝑧̅ =
𝑑̅−𝑐̅
𝑑−𝑐

𝑧 +
𝑑𝑐̅−𝑑̅𝑐
𝑑−𝑐

 (, פתרון המערכת הוא:4.6בסעיף  (𝑖))ראה נוסחה  

 (𝑖𝑖𝑖) 𝑧𝑝 = 𝑝 =

𝑐̅𝑑−𝑐𝑑̅

𝑑−𝑐
 − 𝑎̅𝑏−𝑎𝑏

̅

𝑏−𝑎
𝑏̅−𝑎̅
𝑏−𝑎

 − 
𝑑̅−𝑐̅
𝑑−𝑐

=
(𝑏−𝑎)(𝑐̅𝑑−𝑐𝑑̅) − (𝑑−𝑐)(𝑎̅𝑏−𝑎𝑏̅)

(𝑑−𝑐)(𝑏̅−𝑎̅) − (𝑑̅−𝑐̅)(𝑏−𝑎)
. 

 כות של ארבע נקודות למעגל אחדהתנאי לשיי .4.8

 היחס הכפולהן ארבע נקודות השייכות לאותו מעגל, אז  𝐷(𝑑)-ו 𝐴(𝑎), 𝐵(𝑏), 𝐶(𝑐) אם

,𝑎). כלומר מתקיים: מספר ממשישלהן הוא  𝑏; 𝑐, 𝑑) = (𝑎, 𝑏; 𝑐, 𝑑)̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅ = (𝑎̅, 𝑏̅; 𝑐̅, 𝑑̅)  או

(𝒊)  
𝒂−𝒄
𝒃−𝒄

:
𝒂−𝒅
𝒃−𝒅

=
𝒂̅−𝒄̅
𝒃̅−𝒄̅

:
𝒂̅−𝒅̅

𝒃̅−𝒅̅
. 

 ביחס למעגל היחידה אינוורסיההקואורדינאטות של שתי נקודות העוברות זו לזו ב .4.9

נקודות חיתוך  –  𝐻(ℎ) ויהי ,Oביחס למעגל היחידה  𝐸(𝑒)פולרה של הנקודה  – m יהי ישר

 .Hלנקודה  Eביחס למעגל היחידה מעבירה את הנקודה  אינוורסיה, אז הm-ו OEהישרים 

מקשרות בין הקואורדינאטות המרוכבות )והמספרים הצמודים להן( של הנקודות ההנוסחאות 

E ו-H הן:  𝒉 =
𝟏
𝒆̅
𝒉̅  -ו    =

𝟏
𝒆

. 

 


