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 תקציר

 גאומטרייהישנה חשיבות רבה בלימודי ה – כבעל תכונה של שימור גאומטרילמקום ה
ממבט  – גאומטריהמאמר מציג את היווצרות המקום ה. ובתחומי מתמטיקה נוספים

 . של מחקר דינמי באמצעות טכנולוגיה ממוחשבת

, נתון גאומטריבהן על בסיס של מקום ר שא ,משימות ארבעלהדגמת המחקר הובאו 
 שבחלק מהמקרים משמר את ,חדש גאומטרינוצר מקום  – הוספת בעיית חקר ידי-על

כדי לאפשר . הצורהמשתנה ובחלק מהמקרים  ,המקורי גאומטריצורת המקום ה
באמצעות  םלהפעיל אפשרש ,נבנו יישומונים ממוחשבים – לקורא לחוות את החקר

. לחלק מהמשימות הובאו הוכחות מתמטיות ביותר מדרך אחת(. לינקים) םקישורי
בהתאם  שיתקבלו יםגאומטריההוכנו נוסחאות מתמטיות לצורת המקומות  כן-כמו
 . וללת את היווצרותוחשעליו נעה נקודה המ ,לגרף

 

 

 
 

 הקדמה

או בשפה , תכונה משותפת, ורק להן, מוגדר כצורה הנדסית שלכל נקודותיה גאומטריהמקום ה
מקיימות תנאי  – ורק הן, שהן, הוא אוסף כל הנקודות גאומטרימקום  :של תורת הקבוצות

אוקלידית ואנליטית  גאומטרייההוא מושג חשוב מאוד במסגרת  גאומטריהמקום ה. מסוים
 .וכן מאפשר לבצע בניות הנדסיות ,ומהווה כלי לפתרון בעיות שונות

יסודי אין פרק מיוחד המוקדש למקום -במתמטיקה של החינוך העל הלימוד-ספריבדרך כלל ב
-תכניתהמתאימים לתכנים המופיעים ב ,והנושא מובלע בפרקים השוטפים, גאומטריה

של החטיבה העליונה ( ל"יח 5בהיקף של )ההוראה  תכניתרק ב. הביניים-תבישל חט הלימודים
, מעגל ים כמוגאומטריתוך כדי עיסוק במקומות  – יםגאומטרימופיע פרק מיוחד על מקומות 

בין  תהמקשר ,מוגדר באמצעות משוואה גאומטריכאן המקום ה. אליפסה והיפרבולה, פרבולה
וכך גם בהנדסה אנליטית ) גאומטרישל הנקודות השייכות למקום ה y-וה x-שיעורי ה

 .חקר דינמי ממוחשב ;שימור ושינוי ;יםגאומטרימקומות  מילות מפתח:
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 ,היא y-ל xהמקשרת בין ( שלה תוהעקומה המתמטי)האלגברית  פונקצייהלכן ה (.במרחב

הוא גם אם  ,גאומטרימקיימות את תכונת המקום ה, ורק הן, שהן ,מקום של נקודות ,למעשה
 .לא זכה לשם ייחודי

כמו בתנועה מעגלית של  –מופיע בתחומי מדע נוספים  'גאומטרימקום 'שהמושג  ,חשוב לציין
 . בראייה ממוחשבת וביישומונים טכנולוגיים ממוחשבים מתקדמים, גופים על משטחים שונים

 :יםגאומטריישנם מספר סוגים של בעיות הקשורות במקומות 

, אליפסה, מעגל שיש לו שם כגון)מוגדר  גאומטריכי צורה מסוימת היא מקום , הוכחה (1)
 .גאומטריכלומר נתונה התשובה ויש להוכיח שהיא מקום  ,(פרבולה

 .לפי תנאים נתונים גאומטרימציאת המקום ה (2)

ובעיות  הוכחה, ים ידועים לפתרון בעיות חישובגאומטרימקומות שימוש בתכונותיהם של  (3)
 .בנייה

 .(ומהסכום מרחקים וכד, זווית, היקף, שטח)כתכונה משמרת  גאומטריהמקום ה (4)

 :מחלקים את ההוכחה לשני חלקים – גאומטרישכדי להוכיח את נכונות המקום ה ,חשוב לציין

 .גאומטרינמצאות על המקום ה – שכל הנקודות המקיימות את התכונה ,הוכחה .א

 את התכונה. מקיימות – גאומטריצאות על המקום השכל הנקודות הנמ ,הוכחה .ב

 :(4)-ו (2) המאמר הנוכחי יעסוק בסעיפים

 .כתכונה משמרת גאומטרילפי תנאים נתונים והמקום ה גאומטריזיהוי המקום ה

כוללת פתרון  – (ל"יח 5בהיקף של )ים בחטיבה העליונה גאומטריהוראת הנושא מקומות 
 . בהתאם לנתוני השאלה גאומטריבהם נדרש התלמיד למצוא מקום  , אשרתרגילים שונים

מן הבנה קונספטואלית של המז   ,יםגאומטריהמאמר הנוכחי מציע מבט אחר על הנושא מקומות 
המתקבלות באמצעות חקר  ,תוך כדי זיהוי תכונות משמרות והכללות מתאימות – הנושא

 .(Geogebra) ת דינמיתגאומטריהמשלב שימוש בתכנה 

 שימוש בטכנולוגיה ממוחשבת

הם משום כך ו ,מחקרים בחינוך מחפשים אחר דרכים לשפר את איכות ההוראה והלמידה
הכלי הטכנולוגי מאפשר לבנות ולהציג אובייקטים . מתמקדים גם בשילוב הטכנולוגיה בהוראה

 ;Alakoc, 2003) אופן דינמי תוך כדי מתן משוב למשתמש במהלך פתרון בעיותמתמטיים ב

Martinovic & Manizade, 2013) . מאפשרת ללומדים  –למידה המשלבת שימוש בתכנה דינמית
הכללות וקשרים בין תיאורים , ייצוגים מגוונים, מודלים מתמטיים, לגלות תופעות מתמטיות

הקיימים אצל  ,אחד הקשיים. (Wiest, 2001) גים מתמטייםהתייחסות למוש כדי גרפיים תוך
הבנת הקשר בין שינוי במשתנה אחד הגורם  , הואיםגאומטריהלומדים בלימוד הנושא מקומות 

הלומדים לתאר טוב יותר יכולים – בלמידה באמצעות כלי טכנולוגי. לשינוי במשתנה האחר
הלומדים משיגים . משלבת כלי טכנולוגימושגים וקשרים מתמטיים בהשוואה להוראה שאינה 

 והם מונגשים עם רעיונות מתמטיים ברמה גבוהה ,הבנה טובה יותר של מושגים מופשטים אלה

(Hohenwarter, Hohenwarter & Lavicza, 2008.) 
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מתאימות לשילוב בהוראת הנושא בקרב סטודנטים  – ת החקר המוצגות במאמר זהומשימ
להכשרתם לקראת הוראת המקצוע וכן לצורך העמקת הידע  יתתכנכחלק מה, ומורים בפועל

ללוות באמצעות שימוש בתכנה  אפשראת הפעילויות המוצגות  .המתמטי של מורים בפועל

 .Geogebra שבמאמר הנוכחי היא (D.G.S) דינמית

. השימוש בתכנה דינמית מסייע לתלמידים לפתור בעיות באמצעות למידה מדוגמאות
עוקבים אחרי התכונות הקריטיות , מהדוגמאות את המהלכים המהותייםהתלמידים מסיקים 

יכולתו של המחשב . בהמשך בפתרון בעיות חדשותאותן ומיישמים  ןמפנימים אות, של המושג
לשמר ולשחזר מהלכים ולספק משוב איכותי ולא , ליצור באופן מהיר דוגמאות רבות ומגוונות

השערות להמהווה בסיס להכללות ו ,המושג המתמטיפקת ללומד מידע על מס   – רק שיפוטי

 .(Chazan, 1993; Dreyfus & Hadas, 1996; Hanna, 2000; Laborde, 2000) הדורשות הוכחה

 גאומטריבנתונים וקבלת המקום ה ם דינמייםיאפשר שינוימ השימוש בטכנולוגיה הממוחשבת
 .והמחשה מידית של השינוי בנתוניםגרירה ידי -על

 השימורתכונת 

חוק , חוק שימור התנע, חוק שימור האנרגיה כגון, בתחומי הפיסיקה ידועים מספר חוקי שימור
אשר , חוקי השימור מצביעים על תכונה של חומרים או של גופים בטבע. שימור המטען ועוד

, במהלך תנועתו של גוף, למשל ,כך. אינה משתנה גם כאשר מתחוללים שינויים הקשורים בה
אך סך כל האנרגיה , אלסטית או לחום, הקינטית שלו הופכת לאנרגיה פוטנציאליתהאנרגיה 

 .נשאר קבוע – בהנמצא  שהגוףבמערכת הסגורה 

 –" אינווריאנטה"מכאן המונח . מספר רב מאוד של תופעות שימורבמתמטיקה לגלות  אפשר
תכונה משמרת  .הבא לתאר גודל שאינו משתנה למרות ביצוע פעולה מסוימת – "שמוּרה"

מה ומעמיקה ה מוביל להבנה שלוזיהוי, מאפשרת שימוש בה לפתרון בעיות שונות במתמטיקה
 ,משמר תכונה מסוימת כהגדרתו גאומטריהמקום ה. ניהםישל מושגים מתמטיים והקשרים ב

להשתמש בתכונה שלו להוכחה של מגוון רחב של בעיות ואף להיעזר בו לביצוע  אפשרכן -ועל
 .כפי שמקובל לעשות מאז ימי העולם הקדמון של המתמטיקה ,ה בעזרת סרגל ומחוגהבעיות בניי

 :להלן שתי דוגמאות לתכונת שימור במתמטיקה

 היפרבולה ומשיק .א

a פונקצייהה גרף בהינתן
xy  ברביע כלשהי ונקודה 

הראשון
0 0A( , )x y השטח הנוצר בין ציר ה, עליו-x , ציר

הוא קבוע ואינו תלוי Aוהמשיק לגרף בנקודה y-ה

בעזרת חשבון (. 1ראה איור )על הגרף  A במיקום הנקודה
 .דיפרנציאלי מוכיחים תכונה זו

 משיקים למעגל .ב

מחוץ למעגל ושני  Aנקודה  ,Oבהינתן מעגל שמרכזו 

 ,היקף המשולש, שעליו C-ו Bלמעגל בנקודות  משיקים
 1איור 

y

x

0 0A( , )x y

a
xy 

B

O C



 רות סגל, משה סטופל, ויקטור אוקסמן
 

 

 כ"אכרך  – ו"עתש – שנתון 

– 211 – 

 

שעל הקשת  Dהנוצר מהעברת משיק שלישי דרך נקודה 

ואינו תלוי בבחירת המקום של  הוא קבוע, BĈ הקטנה

ההוכחה מבוססת על האורכים (. 2ראה איור ) Dהנקודה 
. היוצאים מאותה נקודההשווים של שני משיקים 

קבועה ואינה  EOF שגם הזווית במשימה זו אפשר להוכיח

 .שעל הקשת Dתלויה במיקום הנקודה 

 יםגאומטרידרכים שונות לחקירת מקומות 

הייתה דרך הניסוי המקובלת  עד לפני מספר שנים
שימוש ידני בכלי  – פי נתונים מסוימים-שמתקבלת על, גאומטרילחקירת צורת המקום ה

דרך זו . ביצוע מדידות ולאחריהן חישובים מתמטיים עבור נקודות שונות במישור, שרטוט
אך מאפשרת למצוא בקירוב די טוב את , ארוכה ותלויה מאוד במספר הנקודות שנבחרו לבדיקה

 .גאומטריהמקום ה

ידי הכנת יישומונים -על, אפשרו – ותגאומטריהממוחשבות ובמיוחד ה תכנותה הופעת
 גאומטריהמאפשר באופן מהיר לזהות את צורת המקום ה ,לבצע חקר דינמי מהיר, מתאימים

 .לאשר או לסתור את ההשערה לגבי צורתו, לחלופין ,או

הדינמית איננה הוכחה וגם אינה מספקת  תכנהידי ה-על גאומטרישקבלת צורת המקום ה ,מובן
כגון , יחודיים שלולבין הפרמטרים הי – שהתקבל גאומטריקשר מדויק בין צורת המקום ה

ידי -כפי שהתקבלה על, גאומטרילפעמים צורת המקום ה. ומהשיעורי מוקדים וכד, רדיוס
 ,אך, בשל הדמיון הוויזואלי, אליפסהכחלק מנראית כחלק מקשת מעגל או  – הדינמית תכנהה

מחייבת הוכחה  גאומטריכל משימה של קביעת מקום , לכן. תהיא חלק של עקומה אחר ,למעשה
הדינמית הוא לאפשר זיהוי ראשוני ומתוך כך לשער מהי  תכנהותפקידה של ה, מתמטית מלאה

 .לקראת תהליך ההוכחה המתמטי הנדרש גאומטריצורתו של המקום ה

לשנות את הפרמטרים המשולבים במשימה ולראות מידית  אפשרהדינמית  תכנהבעת השימוש ב
 .שיתקבל גאומטריל צורת המקום האת השפעת השינוי בערך הפרמטר ע

המציגות את תכונת השימור במהלך היווצרותו של  ,בהמשך המאמר מוצגות משימות שונות
 .המשלבות גם את הכלי הטכנולוגי, גאומטרימקום 

של קווים ייחודיים במשולש חסום  ידי נקודות החיתוך-הנוצרים על ,יםגאומטרימקומות  – 1משימה 
 במעגל

קבועים  C-ו Bחסום במעגל באופן שקדקודי בסיסו  ABCמשולש 

שינוי מיקומה של (. 3ראה איור ) BĈנע על קשת המעגל  Aוקדקודו 

לשינוי מיקומה של  גורם – ('Aלנקודה )על קשת המעגל  Aהנקודה 

עבור כל אחד  גאומטרייש למצוא את המקום ה .'Gלמיקום  Gהנקודה 
 :מארבעת המקרים הבאים

 האנכים האמצעייםמהו המקום הגיאומטרי של נקודת מפגש  (א)

 בכל אחד מהמשולשים? 

A
EB

C

F

D

 

 2איור 

O 

A

B C

A'

G'G

 3איור 
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 בכל אחד מהמשולשים? הגבהיםמהו המקום הגיאומטרי של נקודת מפגש  (ב)

 בכל אחד מהמשולשים? הזווית-חוצימהו המקום הגיאומטרי של נקודת מפגש  (ג)

 בכל אחד מהמשולשים? התיכוניםמהו המקום הגיאומטרי של נקודת מפגש  (ד)

 :1פתרון משימה 

 (א)מקרה 

 .היא נקודת מרכז המעגל החוסם אותו, נקודת מפגש אנכים אמצעיים במשולש כלשהו ,כידוע
, גאומטריכן מרכזו הוא המקום ה-ועל, כל המשולשים חסומים באותו מעגל, במקרה הזה

 .הוא נקודה בלבד גאומטריהמקום ה, דהיינו

 (ב)מקרה 

 .היא נקודת מפגש הגבהים של המשולש Gהנקודה , 4נראה באיור 

BAC: מסמנים  . 

 :ידי חישוב זוויות במשולש מקבלים-על

BGC 180  . בעת תנועת הקדקודA הזווית  ,על קשת המעגל

BA'C  ולכן גם הזווית  ,(זווית היקפית)נותרת קבועהBG'C  נותרת

באותה  BCרואים את הקטע  'Gשמכל נקודה  ,מכאן נובע. קבועה
סכום הזוויות מאחר ש. כן היא נעה על קשת של מעגל-ועל, זווית

BA'C BG'C 180 , הוא מעגל בעל  גאומטריהרי שהמקום ה

( חסימה-התנאי למרובע בר) השווה לרדיוס המעגל המקורי ,רדיוס
 . (4ראה באיור )

משולש )המשולש יכולים להיפגש מחוץ למשולש -בהיוגשמאחר 
נמצא מחוץ  גאומטרינובע מכך שחלק מהמקום ה ,(זווית-קהה

 .למעגל המקורי

 

 (ג)מקרה 

. הזווית-היא נקודת מפגש חוצי Gהנקודה  – 5נראה באיור מו שכ
BACמסמנים   ידי חישוב זוויות מקבלים-ועל :

2
BGC 90


 . תנועת הנקודה  בזמן, גם במקרה זהA  על קשת

נעה על קשת  'Gכן הנקודה -על .נותרת קבועהBG'Cהזווית , המעגל

 גאומטרירדיוס המעגל של המקום ה .הוא מיתר BCבו  , אשרמעגל
הרדיוסים יהיו שווים רק עבור  .שונה מרדיוס המעגל המקורי

  .של משולש היא תמיד זווית -נקודת פגישת חוצימאחר ש
 .נמצא בתוך המשולש גאומטריהרי שבמקרה זה המקום ה, בתוך המשולש

  

 4איור 

A

B C



GF

E

 5איור 

A

B C



D

G

2
90


 
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 (ד)מקרה 

היא נקודת מפגש התיכונים של  Gהנקודה , 6כפי שנראה באיור 
  BA'Cבמקרה זה אין קשר קבוע בין הזוויות . המשולש החסום

על  Aתנועת הנקודה  בזמן. אך קיימת תכונה משמרת, BG'C -ו

'A'G: מתקיים הקשר, BCהקשת  2 × G'M= , כאשר הנקודהM  היא

הקשר נובע מיחס החיתוך של תיכונים . BCנקודת אמצע המיתר 
 ,התיכונים במשולש נחתכים בנקודה אחת: המשפט)במשולש 

היא נקודה  Mהנקודה מאחר ש .(2:1המחלקת כל אחד מהם ביחס של 

שנקודה זו היא נקודת מרכז  הרי ,Aקבועה בעת הזזת הנקודה 
 .יהטתההומו

לנקודה  Cאשר מעבירה כל נקודה  ,טרנספורמציהההומותטיה היא 

C’ כך וk
OC

OC


הוא  k-נקראת מרכז ההומותטיה ו Oכאשר הנקודה  ,'

ת גאומטריה ההשומר על צורת ,Gלעקום  Aכלשהו ( צורה)מעבירה עקום  ההומותטיה ,מקדםה
 .של העקומה המקורית

נעה  Gהנקודה  ,כלומר ,Aעליו נעה הנקודה  , אשרנעה על מסלול דומה למסלול Gלכן הנקודה 
 .שהוא חלק ממעגל הנמצא כולו בתוך המעגל הנתון ,גאומטריעל מקום 

 

 (ד) –( א)סיכום המקרים 

של נקודות החיתוך של הישרים הוא מעגל או חלק של  גאומטריהמקום ה( ד) –( ב)במקרים 
 .מעגל

 .שהיא למעשה מעגל מנוון ,דה בלבדוהוא נק גאומטריהמקום ה( א)במקרה 

 יישומונים

להזיז את שלושת קדקודי  אפשר , שבהםברה'הוכנו יישומוני גאוג( ד) –( ב)עבור מקרים 
 .יםגאומטריהמשולש ולראות באופן דינמי את היווצרות המקומות ה

 http://tube.geogebra.org/student/m892907 :נקודת מפגש הגבהים( מקרה ב): 1יישומון 

 http://tube.geogebra.org/student/m892927 :זוויות -חוצינקודת מפגש ( מקרה ג) :2יישומון 

 http://tube.geogebra.org/student/m892945 :נקודת מפגש תיכונים( מקרה ד) :3יישומון 

 ים שוניםגאומטריהיווצרות מקומות 

באמצעות המשימות הבאות נציג . קיימות דרכים שונות להיווצרותם של מקומות גאומטריים
 :תלווה ב ההדוגמ כאשר, גאומטריבפניכם אופנים שונים של היווצרות מקום 

 .גאומטרית הוכחות מתמטיות לצורת המקום ההבא (א)

 (.המקרים רובב) דינמית תכנהידי יישומון של -על גאומטריהצגת המקום ה (ב)
  

 6איור 

A

B C

G

M

A'
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 סרגל מחליק במערכת צירים – 2משימה 

מחליק במערכת צירים  Kבאורך נתון  ABסרגל 

  xנותרים על הצירים  B-ו Aבאופן שקצותיו 
 (. 7ראה איור ) y-ו

 C-ו Mנעות הנקודות  גאומטרי על איזה מסלול

 Cהנקודה  ,נקודת אמצע הקטעהיא  Mהנקודה )
 ?(במקום כלשהו על הקטע

 למציאת המשוואה המתמטית שימוש בכלים מתמטיים 

 Cעליו נעות הנקודות  אשר, הגאומטרי המקוםשל 
 :על הסרגל בעת החלקתו

 שימוש בטריגונומטריה ידי-על – דרך א

)Cמהנקודה  , )x y מורידים אנכים לצירים ומסמנים ב-  את הזווית החדה שבין הסרגל לציר

pורכיהם שיחס א חלקים לשני AB הקטע מחלקת את Cהנקודה . x-ה m : n 

(BC
CA

m
n p .) לפי הגדרת הפונקציות הטריגונומטריות :

n msin cos
y x   ,. 

2 בקשר הידי הצבת ערכים אל-על 2
1sin cosx x  מקבלים :

22

2 2
1

m n

yx  ,  כלומר הנקודהC 

. נעה על מסלול של אליפסה
   

2 2

2 2

c c

kp k
1 p 1 p

1
x y

 

 ,  כלומר הנקודהC נעה על היקפה של אליפסה . 

1p-עבור המקרה ש  (m n,)  דהיינו שהנקודהC  מתלכדת עם הנקודהM , משוואת המקום

 היא גאומטריה 
2

2 2

c c 2
kx y  ,שרדיוסו  ,הוא מעגל קנוני גאומטריכלומר המקום ה

2
k . עבור

1p  והמוקדים נמצאים על ציר ה ,הציר הגדול של אליפסה-y,  1וכאשרp   הציר הגדול

 .x-המוקדים נמצאים על ציר ה ,האליפסה של

לקבל שלושה  אפשר – Cמיקום של הנקודה בהתאם לההחלקה של הסרגל  זמןב :המפתיע
השונות זו מזו במיקום המוקדים על צירי  ,מעגל ושתי אליפסות: ים שוניםגאומטרימקומות 
 .המערכת

ידי שימוש בכלים -ל גם על"ים הנגאומטרילהוכיח את היווצרות המקומות ה אפשר: הערה
ולכן הן לא  ,אך הדרכים לפתרון ארוכות ודי מורכבות, מתמטיים מענפי המתמטיקה האחרים

 .יוצגו במאמר הנוכחי

 :להבחין בשלושה מקרים אפשר – על הסרגל Cמבחינת מיקום הנקודה  :יישומון

mכאשר: 4יישומון  (1) n –  הנקודהM  נעה על מעגל שרדיוסו
2
k  ומרכזו בראשית

 7איור 

y

x

B 0( , )y

O A 0( , )x

X

Y



 C( , )x y
M 
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  .Oהצירים 

 -הוא קבוע לפי ש OMתוצאה זו אינה מפתיעה כי המרחק 
2
k

OM   הוא תיכון ליתר

כן כאשר רצו להחליק קורה כלפי -את הדבר הזה ידעו הקדמונים ועל. זווית-במשולש ישר
רתמו אותה בכבל מתכתי חזק ממרכז , ההחלקה היא תסטה הצידה שבזמן וחששומטה 

 .Oהקורה ועד לנקודה 

mכאשר : 5יישומון  (2) n -  הנקודהC נעה על אליפסה שמוקדיה על ציר ה-y. 

mכאשר : 6יישומון  (3) n -  הנקודהC נעה על אליפסה שמוקדיה על ציר ה-x. 

 

 שימוש בהנדסה אנליטית ידי-על – דרך ב

 הם Cשיעורי הנקודה , לפי הנוסחה לחלוקת קטע

   
   

  c c c

1 pm m n
m n m p

xx x x x


    

 

  c c

n
1m n ( p)

y
y y y    

2 ,פי משפט פיתגורס-על 2 2kx y  . מציבים את ערכיx ו-y  במשפט פיתגורס ומקבלים

 .עליו נעה Cהנקודה ש ,גאומטריאת משוואת המקום ה

 Cידי שינוי מיקום הנקודה -ל על"ים הנגאומטריהמציג את היווצרות המקומות ה ,נבנה יישומון
 .הדינמית על צירי המערכתתוך כדי החלקתו  –לאורך הסרגל 

 http://tube.geogebra.org/student/m892949  :4יישומון 

 2משימת הרחבה למשימה 

בעת החלקתו של הסרגל  AOBבמשולש  החסומים ,של מרכזי המעגלים גאומטרימהו המקום ה

 ?על צירי המערכת

 AOBאת מרכזי המעגלים החסומים במשולש  'O-מסמנים ב

חקר המשימה בעזרת יישומון דינמי (. א8ראה באיור )

(geogebra )– הוא קו גאומטרישהמקום ה ,מעלה את ההשערה 
שהמשכו עובר דרך ראשית , x-ה עם ציר 45ישר בזווית של 

שמתאימה למעגל בעל  ,ראשית הצירים היא נקודה)הצירים 
 רדיוס 

0r .) 

הרי מרכז ש ,התשובה אינה מפתיעה – מבחינה מתמטית
הזוויות של המשולש -המעגל החסום הוא נקודת מפגש חוצי

AOB .זוויות -וחוצי ,הישרה הוא קבוע הזווית-חוצהAו-B 

כאן המקום לחשב את גודלו של רדיוס . תמיד חותכים אותו
 א8איור 

y

x

k

r 


O'

A 

B O 
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 .כתלות בזווית הנטייה של הסרגל המחליק –המעגל החסום 

ABO :מסמנים 2  

OB 2kcos( )  

  :OO'B משפט הקוסינוסים במשולש פי -על

    

2OO' OB

135 135

)(

( ) ( )

kcos
OO'

sin sin sin  



  
  

 : ומכאן
  

2

135

)(

( )

kcos
OO' 45

sin
r sin

 





   

כשערכו , ב8מוצגת באיור  -ב rשל התלות 

 1212הוא  r המקסימלי של

 עבור
RAD22.5 0.39  . 

 

 ים ידועים בזווית ישרהגאומטריראיית מקומות  – 3משימה 

 :כמוצג במקרים הבאים – ישרה ים ידועים בזוויתגאומטרימקומות במשימה זו נביט על 

 ?בזווית ישרה מעגלשממנו רואים  ,גאומטרימהו המקום ה (א)

 שרה?בזווית י אליפסה קנוניתשממנו רואים  ,גאומטרימהו המקום ה (ב)

 ?בזווית ישרה היפרבולה קנוניתשממנו רואים  ,גאומטרימהו המקום ה (ג)

 בזווית ישרה? פרבולה קנוניתשממנו רואים  ,גאומטרימהו המקום ה (ד)

 

 (א)מקרה 

הוא  ,שממנו רואים מעגל בזווית ישרה ,גאומטרישהמקום ה ,קל להיווכח

Rמעגל שמרכזו מתלכד עם מרכז המעגל המקורי ורדיוסו  ראה איור ) 2
 (.את ההסבר לכך אנו משאירים לקורא( )9

  

R

R 2

 9איור 

 ב8איור 
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 (ב)מקרה 

 ,הוא מעגל קנוני גאומטריהמקום הגם במקרה זה 

2 שמשוואתו 2 2 2a bx y    כאשרa ו-b  הם

 ,ההוכחה לכך ארוכה. הפרמטרים של האליפסה
שהמקום  ,אם אכן יודעים. לכן לא תובא כאןו
ומבקשים למצוא את  ,הוא מעגל קנוני גאומטריה

אפשר להעביר משיקים לאליפסה בקצות  – רדיוסו
ם אלו ניצבים זה לזה משיקי. צירי האליפסה

 (.11ראה באיור ) Aונחתכים בנקודה 

 הוא גאומטרימכאן רדיוס המקום ה
2 2

R AO a b   

 

 (ג)מקרה 

הוא  , המקום הגאומטריגם במקרה של היפרבולה

2מעגל קנוני שמשוואתו  2 2 2a bx y   ,

ההוכחה . הם פרמטרים של ההיפרבולה b -ו aכאשר 
ראה איור ( )ב)שבמקרה  השאכן זה מעגל דומה לז

11). 

 

 (ד)מקרה 

ממנו רואים פרבולה  , אשרגאומטריהמקום ה
 הוא קו ישר המאונך לציר  ,קנונית בזווית ישרה

( ג) –( א)כי במקרים , התוצאה מפתיעה. x-ה
ולכן היה צפוי שגם  ,היה מעגל גאומטריהמקום ה

. יהיה מעגל גאומטריהמקום ה –עבור פרבולה 
אזהרה כשבאים לקבוע -מהווה תמרור עובדה זו
 (.12ראה איור )הכללה 

 (ד)הוכחה למקרה 

1-במסמנים  1( , )x y 2-וב 2( , )x y  את נקודות

A-ההשקה וב X Y( ,  .את נקודת החיתוך של המשיקים המאונכים (

  :המשיקים בהתאם לסימון תהיינה משוואות
1 2

1 2

p p
( ) ( )y yy x x y x x   , 

  

 11איור 

y

x

 12איור 

y

x

2
2py x

2

p
x  

1 1( , )x y

2 2( , )x y

A X Y( , )

 11איור 

y

x
O

R

a

b

A



 חקר דינמי של מקומות גאומטריים בשילוב הוכחות מתמטיות בדרכים שונות

 

 

 כ"אכרך  – ו"עתש – שנתון 

– 212 – 

 

1 :ת המשיקים מקבליםמהתנאי לניצבוּ 2

2

1 2

p p
1 py y y y      

  

1 :למציאת נקודות החיתוך משווים בין משוואות המשיקים 2
1 2

p p
( ) ( )y yx x x x  

 

 : מציבים 2x-ו 1xבמקום 

2 2
1 2

1 22 2p p
y y

x x ,
 

ומקבלים שבנקודת החיתוך של המשיקים 
2

p
x  . 

הוא הישר  ,שממנו רואים פרבולה בזווית ישרה ,גאומטריהמקום ה, במילים אחרות
2

p
x  , 

 .תשובה מפתיעהזו . המדריך של הפרבולה, או במילים אחרות

 

 ים ידועים בזווית כלשהיגאומטריראיית מקומות  – 3אפשרויות להרחבה של משימה 

של בראון וולטר  ?"ם לאמה א"באמצעות שימוש באסטרטגיה  3להרחיב את משימה  אפשר

(Brown & Walter ,1969) , ממנה אנו רואים את  , אשראם הזוויתיקרה ובמקרה זה לשאול מה
 ?ם הזווית קההמה א? מה אם הזווית חדה? אינה ישרה –ים הידועים גאומטריהמקומות ה

מאפשרת שילוב  –הרחבת המשימה תוך כדי שימוש בכלי הטכנולוגי לצורך קבלת השערה 
 .פעילות חקר רחבה יותר ובדיקה של תכונת השימור לגבי מקרים נוספים

הרחבת המשימה מאפשרת מבט רחב ועמוק יותר על האובייקטים המתמטיים המשולבים 
 .צמהע-והופכת את המשימה למשימה רבת, במשימה

 של מרכז המעגל החסום במשולש גאומטריהמקום ה – 4משימה 

 אבחנה בין שלושה מקרים

 – שעליו נע מרכז המעגל החסום במשולש ,גאומטריבמהלך החיפוש אחר צורת המקום ה
 : מתגלים דברים מפתיעים בשני כיוונים

 ,ידי שימוש בכלי הדינמי הממוחשב-נמצאת מידית על גאומטריצורתו של המקום ה, הראשון
לפעמים ההוכחה המתמטית לצורתו של המקום , השני ;שבעזרתו הוכן יישומון מתאים למשימה

פי שנעשו ניסיונות למצוא -על-אף, אך לפעמים היא מורכבת וארוכה ,פשוטה וקצרה גאומטריה
 .אותה בכלים מתמטיים שונים

 נעה על מעגל Aהמקרה שהנקודה  –( א)מקרה 

2נתון מעגל קנוני  2 2
Rx y  . הנקודותB ו-C הן על ציר ה-x , הן קצות הקוטר ולכןBC 

של מרכזי המעגלים החסומים  גאומטרימהו המקום ה .נעה על היקף המעגל Aוהנקודה 
 ?(13ראה איור ) ABCבמשולש 
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 ,מתקבל – הדינמית תכנהידי שימוש ב-על :שלב מקדים

המעגל החסום  שמרכז
1O  נע על קשת שמגיעה לנקודותB  

האם . חלק ממעגלהצג נראה שהקשת היא  ממבט על. C -ו
 ?היכן מרכזו ומהו רדיוסו ,ואם כן, אכן זה מעגל

 :פתרון מתמטי

ים בשילוב הנדסה גאומטרימבוססת על שיקולים  –' דרך א
 אנליטית

A)זווית -הוא ישר ABCשהמשולש  ,ברור 90). 

B: מסמנים C 2 R A C A Ba b c   , של  את נקודות ההשקה F-ו D ,Eובאותיות , ,

 .ABCהמעגל החסום עם צלעות המשולש 

      :קיים

2
b c a

AF AEr    

   
    

2
a b c

DC CE
  

   
    

2
a c b

BD BF
  

   
  

2 2
a c b

OD DC
   

c-אם מניחים ללא הגבלת הכלליות ש, לכן b ,מסמנים אז :
1 1O OX Yx y ,  , כאשר

1O מרכז המעגל החסום. 

  

2
c b

X OD 2 c bx     

    

2
ab c

Y 2Yr b c a       

 :את התוצאה םמשני הקשרים האחרונים מקבלי

X Y R Y X Rc b     , 

2  .לפי משפט פיתגורס 2 2
4Rb c  

2   ,לכןו 2 2
Y X R X Y R 4R( ) ( )      

 ידי פיתוח אלגברי מקבלים את התוצאה:-ועל
2 2 2

X Y R 2R( )   

שמרכזו  הדרוש הוא קשת מעגל גאומטריהמקום ה לכן

O R( , )  ורדיוסוR הקו המרוסק (. 14ראה איור ) 2

, של מרכז המעגל החסום גאומטרימתאר את המקום ה

 .נעה על החצי התחתון של המעגל Aכאשר הנקודה 
 21איור 

y

x

0 R( , )

0 R( , )

CB

R 2

R 2

 13איור 

y

x
C

A

B

1O

r

DO

F
E
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 בשילוב טריגונומטריהים גאומטרימבוססת על שיקולים  –' דרך ב

BAC-מכיוון ש 90, ידי חישוב זוויות מוצאים ש-על הרי-
1BO C 135 . מאחר שזווית

BAC התנועה של הנקודה  נותרת קבועה בזמןA על הקשת𝐵𝐶̂ , גם הזווית הרי
1BO C נותרת

ולכן הנקודה  ,קבועה
1O שמרכזו נמצא על ציר ה ,נעה על קשת של מעגל-y בשל הסימטריה. 

, פי משפט הסינוסים-על
1

BC

BO C
2R'

sin
  , כאשרR' של  גאומטריה הוא הרדיוס של המקום

1O. 

BCידי הצבת -על 2R ,
1BO C 135 מקבלים :R' R 2. 

 .הוכן יישומון גאומטרילהדגמה דינמית של היווצרות המקום ה

 https://tube.geogebra.org/student/m1090083  :5יישומון 

 ?מה עוד

 ?ולא קוטר ,יהיה מיתר כלשהו במעגל BCכאשר  ,גאומטריצורת המקום המה תהיה 

הזווית מאחר ש .א1בעיה זו כבר הוצגה במשימה 
1BO C נותרת קבועה בעת תנועת הנקודהA  על

אלא שבמקרה זה רדיוס הקשת העליונה , יהיה חלק מקשת מעגל גאומטרילכן המקום ה ,המעגל
 .מרדיוס הקשת התחתונהיהיה שונה 

BACאם מסמנים   , כאשר הנקודהA נמצאת על הקשת העליונה 𝐵𝐶̂ , אז רדיוס המקום

 הוא גאומטריה
   

A

2

BC

2 90
R

sin  
 , וכאשר הנקודהA  נמצאת על הקשת התחתונהBC , אז

 הוא גאומטרירדיוס המקום ה
   

A

2

BC

2 180
R'

sin  
  

 נעה על אליפסה קנונית Aהמקרה שהנקודה (: ב)מקרה 

נתונה אליפסה שמשוואתה 
22

2 2
1

a b

yx   (a b) , ומוקדיה

מהו . נעה על היקף האליפסה Aהנקודה . C-ו Bבנקודות 
של מרכזי כל המעגלים החסומים  גאומטריהמקום ה
  (.15ראה איור ) ABCבמשולש 

 פתרון

(I)  יםגאומטרישיקולים 

-נחתך על ABCשל המשולש  AD הזווית-חוצה :טענה

יחס הקטעים  , ולכן(החסוםמרכז המעגל ) 'Oהאחרים של המשולש בנקודה  הזווית-חוציידי 
 21איור 

y

x

A

CB DO

0O 
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'AO  : הנחתכים ממנו AB AC
O'D BC

. 

 הוכחת הטענה

AB: קיים ABCבמשולש  הזווית-חוצהלפי משפט  BD
AC DC

. 

 :לפי התכונה של שברים
    

AB BD AB BD
AC DC AB AC BD+DC+

   

    :מכאן

    

AB ACAB BD
AB AC DC AB AC+

BD

   

AO'AB :קיים ABD במשולש זווית-חוצההוא  'BO-לפי ש
BD OD'

 

'AO   :מקבלים – ידי הצבת קשר זה בקשר הקודם-על AB AC
O'D BC

 

 .וכך הוכחה הטענה

 המסקנה מהטענה

באליפסה 
22

2 2
1

a b

yx    הואהציר הגדול אורךAB AC 2a , והמרחק בין המוקדים הוא 

BC 2c ( 2כאשר 2 2c a b  .)היחס , לכן באליפסה הנתונהAO
OD

a-קבוע ושווה ל 
c

ללא תלות  

 .Aבמיקום הנקודה 

(II )שיקולים אנליטיים 

שעל האליפסה  Aמסמנים את שיעורי הנקודה 
1 1A( , )x y 

 (.16ראה איור )

ABאם  AC, קדים לנקודה זו ואורכי המחוגים מהמ אז

1c הם
AB aa

x
  

1c
AC aa

x
  

 ולכן

  

  

2
1

2
1

AB BD
AC DC

a c

a c

x

x




 

 

BDפי יחס החלוקה -על
DC

שיעורי  פי הנוסחה למציאת-ועל 

 מוצאים – המחלקת קטע ביחס נתון נקודה
2

1

2

c
D 0

a
,

x 
 
 

 . 

'AOביחס  ADמחלקת את הקטע  'Oהנקודה , כפי שהוכח
O'D

a
cפי יחס זה ושיעורי הנקודות -עלA 

1 1A( , )x y

 21איור 

y

x
C 0(c, )B 0( c, ) D(

O'
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 (.21ראה איור ) 'Oמוצאים את שיעורי הנקודה  – D-ו

 
 1c

X a
x

 

 

  

1

c

c
Y a

y
 

  ,מכאן
   

 

1 1

YX ( )a ca
c cx y


 , 

הנקודה מאחר ש
1 1A( , )x y  מקיימת את משוואת

, האליפסה
22

22
1

ba

yx   ,ידי הצבת שיעורי -על אז

 :מקבלים – במשוואה Aהנקודה 
 

  

2 2

2

22

2

( )

c b

a c

1
c

yx



 
. 

ואורכו  ,2cשאורכו של הציר הגדול שלה הוא  ,נעה על מסלול של אליפסה 'Oהנקודה , כלומר

של הציר הקטן הוא 
  

2bc
a c

הפתרון שהוצג מצביע על החשיבות של שילוב בין שיקולים . 

 .ים לבין שיקולים אנליטייםגאומטרי

תוך כדי הנעת  – גאומטריהמקום ה( היווצרות)המאפשר הצגת  ,(geogebra)מצורף יישומון 

של  b-ו  a נות בעזרת סרגלים את הפרמטריםקיימת אפשרות לש. גבי האליפסה-על Aהנקודה 
 .האליפסה

 https://tube.geogebra.org/student/m1090107  :6יישומון 

 

 נעה על היפרבולה קנונית Aהנקודה (: ג)מקרה 

נתונה היפרבולה שמשוואתה 
22

22
1

ba

yx  . 

החסום  ,של מרכז המעגל גאומטרימהו המקום ה
 ,מקדקודיו הם מוקדי ההיפרבולהששניים  במשולש

ראה איור )גבי ההיפרבולה -נע על והקדקוד השלישי
18)? 

 :מוקדי ההיפרבולה
1 2F B 0 F C 0( c, ) (c, )  , 

D ,E ,H  נקודות ההשקה של המעגל החסום עם
 .צלעות המשולש

BD BH AD AE CE CHt p q     , , 

 :לפי הגדרת ההיפרבולה

BA AE 2 2 2a (t p) (p q) a t q a          

B 0( c, )

 21איור 

y

x
C 0(c, )

E

A
D

H

O'

1 1A( , )x y

O' X Y( , )

2
1

2

c
D 0

a
,

x 
 
 

 21איור 
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 21איור 

 

y

x

A

C 1 0( , )B 1 0( , )

O
0( ,a)

BC 2 2c t q c    

q: משני הקשרים האחרונים מקבלים c a . 

H הם x-של המעגל החסום עם ציר השיעורי נקודת ההשקה , מכאן 0(a, ). 

ועבור המקרה , היא נקודה קבועה x-נקודת ההשקה של המעגל החסום עם ציר ה, כלומר

AB AC, של  גאומטרימשוואת המקום הO'  הוא הישרax  ,ה קו ישר מאונך לציר-x 
ABעבור המקרה . ההיפרבולה והעובר דרך קדקוד AC ,גאומטרימשוואת המקום ה ax   ,

 לעיל. כנראה באיור

-על Aתוך כדי תנועת הנקודה  – גאומטריהצגת המקום האת המאפשר  ,להמחשה הוכן יישומון

של  q-ו aביישומון קיימת אפשרות לשנות את הפרמטרים . גבי הענף הימני של ההיפרבולה
 .ההיפרבולה

ושל נקודת מפגש  של מרכז המעגל החסום גאומטרינוסחאות כלליות למשוואת המקום ה
  .נתון והקדקוד השלישי נע על עקום ,כאשר שני קדקודים של המשולש קבועים ,הגבהים

של מפגש הגבהים  גאומטריהמקום ה
 במשולש

 C-ו Bיהיו הקדקודים , ללא הגבלת הכלליות

1 0( , ) 1,0-ו( נעה על  Aהנקודה . בהתאמה (

)יעקומה כלשה )y f x,  ונקודת מפגש הגבהים

Oתהא  X Y( ,  (.19ראה איור ) (

: דומים ולכן ACD-ו BOD המשולשים

DO DC
BD AD

. 

ידי הצבת שיעורי הקדקודים ביחס הדמיון -על
 מקבלים

      

  

2 21 1 1Y
1

Y
( )

x x x
x y y f x

  
    

 

Xx: מתקיים A ,O ,Dוהיות ועבור הנקודות   , הרי

  : נעה על העקומה Aהנקודה 
21

X
Y

( )
x

f
. 

 דוגמאות

ayנעה על הישר  Aנניח שהנקודה  (1)  

(0a  ,)לציר ה קו המקביל-x ,במקרה זה 
 נעה על, נקודת מפגש הגבהים, Aהנקודה 

העקומה 
2

1
Y a a

x   ,שצורתו פרבולה. 

 21איור 

y

x

A( , )x y

C 1 0( , )B 1 0( , )

O X Y( , )
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 21איור 

y

x

A( , )x y

C 1 0( , )B 1 0( , )

O X Y( , )

 


  
E D

)0 בנקודה y-נעה על מעגל שמרכזו על ציר ה Aשהנקודה  ,נניח (2) ,a)  2ורדיוסו
1a  

 (.21ראה איור ) C-וB כלומר עובר דרך הנקודות )

 :היא Aמשוואת המעגל שעליו הנקודה 

2 2 2
1( a) ax y    

2  : או 2
1( ) a af x y x      

  כשמציבים את משוואת העקומה בקשר
21

X
Y

( )
x

f
  וכןXx  ,גאומטרימקבלים שהמקום ה ,

 הוא, נקודת מפגש הגבהים, עליו נעה Oהנקודה ש

2 2 2
X Y 1( a) a    

)0זהו מעגל שמרכזו  , a)  2ורדיוסו
1a . 

ידי שיקולים -אפשר להגיע לתוצאה זו גם על
למצוא את  אפשר באותו אופן. ים בלבדגאומטרי
נקודת  עליו נעה , אשרגאומטריהמקום ה משוואת

) פונקצייהמפגש הגבהים עבור כל  )f x הנקודה שA 
 .עליה נעה

 אומטרי של מרכז המעגל החסוםנוסחה למקום הג

  ,BOEפי משולש -על
  

Y
X 1

tg   

ולכן לפי הנוסחה , (21פי סימון הזוויות באיור -על)
 :לזווית כפולה

    

    
2 2

2Y X 1

X 1 Y

( )

( )
M X Ytg ( , )



 
   (1) 

 ,EOCפי משולש -על
  

Y
2 1 X

tg 


 

    לכן

    
2 2

2Y 1 X

1 X Y

( )

( )
N X Ytg ( , )



 
   (2) 

 :ABD פי משולש-על
  1

tg
y

x   (3) 

 :ADC פי משולש-על
  1

tg
y

x  (4) 

 :מקבלים (3)-ו (1) קשריםהכשמשווים את 

  
1 1

M(X Y),
x
y y 

 
 :מקבלים (1)-ו (1) קשריםהכשמשווים את 
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1 1

N(X Y),
x
y y  

 
 :ולכן

        

    

2 N X Y M X YN X Y M X Y2

N X Y M X Y N X Y M X Y

( , ) ( , )( , ) ( , )

( , ) ( , ) ( , ) ( , )y y


 
   

 :אופן מקבליםבאותו 

 
 

  

   

N X Y M X Y

2 N X Y M X Y

( , ) ( , )

( , ) ( , )
x




 

)עקומה וא נתון ההולכן כאשר  )f x  נעה נקודה  עליהאשרA ,הצבת ערכי ידי -עלx ו-y 

של המעגל  טריגאומשל המקום ה Y-ו X לקבל את הקשר בין השיעורים אפשר – שהתקבלו
 .החסום במשולש

 סיכום

עוסקים לים המבוססת על הבנה משמעותית מהווה אתגר גאומטריהוראת הנושא מקומות 
במציאת מקומות  יםהעוסק ,המאמר מציג מגוון היבטים ומשימות. בהוראת מתמטיקה

התלמידים עם מתמודדים בה  , אשרסביבת הכיתהבניגוד ל, ים בעלי תכונה משמרתגאומטרי
א התייחסות להכללות ים באופן טכני וללגאומטריהעוסקות במציאת מקומות  ,משימות
 גאומטרייההמשימות שהוצגו במהלך המאמר נחקרו בשלב ראשון באמצעות תכנת . אפשריות
 גאומטריבאמצעותה יכולנו לזהות ולראות הלכה למעשה את היווצרותו של המקום ה .דינמית

על " עקבה"המקורי והפעלת  גאומטריתוך כדי גרירה של נקודה על המקום ה – באופן דינמי
 ,אחת מהאפשרויות אהי" עקבה"הפעלת ) המבוקש גאומטריהנמצאת על המקום ה ,דהנקו

כדי לעקוב אחר תנועה של נקודה תוך כדי גרירה של  –מאפשרת  (Geogebra)שהתכנה הדינמית 
או /ו הוראה-פרחיגם בסביבת הוראת  ת דינמיתגאומטריהעבודה עם תכנה  (.נקודה אחרת

תהליך ", גאומטרימקום "מאפשרת ללומד הבנה טובה ומעמיקה יותר של המושג  –תלמידים 
מתקשים לראות את הדינמיות של  –הסטודנטים וגם התלמידים בסביבת הכיתה ) בנייתו

לזהות  –ובעיקר  ,(כאשר המשימה מוצגת בספר הלימוד בצורה סטטית ,גאומטריהמקום ה
תפקיד  קיים – ות מתמטיות בתהליך ההוראהלשילובן של הפתע .הכללות שחלקן אף מפתיעות

-Movshovits)דינמי ומעורר חשיבה , חיוני לצורך הצגת התכנים המתמטיים באופן מסקרן

Hadar, 1988). 

Martinovic & Manizade (2113 ,) מתארות את תרומת התכנה הדינמית כחלק מתהליך פדגוגי

השונים של התכנה הדינמית הן  התפקידיםמבין . reflexive pedagogy in action: חוזר ונשנה

השימוש בתכנה . בתהליך הלמידה (partner)בוחרות להדגיש את תפקיד התכנה הדינמית כשותף 
ל הידע ע המשתמש מתבססבמקרה זה . ההבנה וההנמקה המתמטית הליכימאיץ את ת הדינמית

המשמעותי של תפקיד ה לענוסף . את מה שהטכנולוגיה ממחישה להצדיק כדיהמתמטי שלו 
כי השותפות מתרחשת גם  ,להרחיב ולציין אפשר – התכנה הדינמית כשותף בתהליך הלמידה
במהלך תהליך בניית המשימות וניתוחן . מורים-מוריבתהליכי בנייה וחקר של משימות על ידנו כ

מצאנו את הכלי הטכנולוגי כשותף משמעותי  – ים עם תכונה משמרתגאומטריבנושא מקומות 
 .ה ובדיקת השערות לקראת תהליך ההוכחה המתמטיתיתהי, ניסוי לצורך

בעבודה עם " הוכחה למחצה"המשיגו את המושג ( Stupel & Ben-Chaim, 2013)חיים -סטופל ובן



 חקר דינמי של מקומות גאומטריים בשילוב הוכחות מתמטיות בדרכים שונות
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הכללה , זיהוי תכונה משמרת, תוך כדי גרירה של נקודות ואובייקטים שונים – הכלי הטכנולוגי
זיהוי תכונות ויחסים , י על אובייקטים מתמטייםפעולת הגרירה מאפשרת מבט דינמ. ועוד

 de)תוך כדי יצירת אוסף רב של דוגמות פרטיות וקבלת השערות  –הנשארים קבועים  ,ניהםיב

Villiers, 1998). המורים אתגר פדגוגי -נולוגית מציבה בפני המורים ומוריההוראה בסביבה טכ
להבהיר הם צריכים כלומר , הכללהבהצגת חשיבותה ונחיצותה של ההוכחה המתמטית לצורך 

ת על זיהוי תופעות והכללות מבוססה ,"הוכחה למחצה"להסתפק ב אי אפשרכי  ,לסטודנטים
פה להדגיש את מקומה של ההוכחה מתמטית התק  יש אלא  ,תוך כדי עבודה עם הכלי הטכנולוגי

 .לכל אינסוף המקרים הפרטיים

החושפת את  ,(powerful task)היא משימה מעצימה  חקר-תהליךמשימה מתמטית המציגה 

תהליכי . (Krain, 1993)הלומד לתהליך למידה מורכב ולחשיבה מתמטית ופדגוגית מקשרת 
הדגישו את  –יה של האובייקטים באמצעות התכנה הדינמית ותהליכי ההכללה המתמטית הבנ  

תכונות של , קטעים יחסי)אוקלידית  גאומטרייה: הקישור בין נושאי מתמטיקה שונים
(. חלוקת קטע ביחס נתון, גאומטרימקום )אנליטית  גאומטרייהו( יםגאומטריאובייקטים 

חושפת את ראיית המתמטיקה כמדע מקושר ולא  החשיפת הסטודנטים לקשרים מעין אל

השימוש  .(House & Coxford, 1995; NCTM, 2000) זה מזהכאוסף בדיד של נושאים המנותקים 
מעקב זה . גאומטרית הדינמית מאפשר מעקב מידי אחרי היווצרות המקום הגאומטריה תכנהב

 ,שנייההנקודה המציג ויזואלית את מסלול התנועה של הנקודה הנגזרת ואת המסלול של 
מעקב זה מקל מאוד על הדרך המתמטית . שתנועתה היא תוצאה של גרירת הנקודה הראשונה

המשימות . עליו נעההנקודה השנייה ש ,גאומטריההמתארת את המקום  פונקצייהלמציאת ה
ה לפיתוח והעמקה של הידע המתמטי של יישהוצגו לאורך המאמר עשויות להוות קרקע פור

המשימות רלוונטיות לשילוב הן בסביבת הוראת . יםגאומטריבנושא מקומות  הוראה-פרחי
מעוררת  –בת הכיתה משימה הרלוונטית לשילוב בסביה. מורים והן בסביבת הכיתה/סטודנטים

הידע המתמטי שלהם תוך לרפלקציה על , להפתעה, לשיתוף פעולהוהמורים  ההוראה-פרחיאת 

 .(Zaslavsky, 2007; Zaslavsky, 2008) אינטראקציה עם המשימותכדי 
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