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  תקציר

   :ישנן לפחות חמש הגדרות שקולות של מושג הערך המוחלט

שוויון עם ביטוי בודד בערך מוחלט או - המטלה בהם היא משוואה או אי אשר, במקרים
תהיה זו חוויה לימודית משמעותית , מצד אחד, הרי – עם שני ביטויים בערך מוחלט

אם , מצד שני. שימוש בכל אחת מההגדרות ידי-עללומדים לפתור את המשימה ל
 ,ההגדרה השימושית ביותר היא ההגדרה, מדובר ביותר משני ביטויים בערך מוחלט

נקודות האפס של (ה בעזרת הנקודות הקריטיות בדיקבהכוללת פתרון באינטרוולים ו
  ). הביטויים בעלי ערך מוחלט

היא אחת הסיבות מדוע נושא הערך המוחלט הוא חשוב  יישום הטכניקה, למעשה
  . בפרט –ובהוראת המתמטיקה , בכלל –במתמטיקה 

הנפתרת באמצעות ערכים מוחלטים ושיטת  ,אנו מציגים כאן בעיה מעשית אותנטית
  . אנו מכלילים את הפתרון עם תוצאות מפתיעות מכן-לאחרו, "האינטרוולים"

כגון  ,חקירה באמצעות כלים לימודיים טכנולוגייםהבעיה האותנטית מאפשרת גם 
מורים למתמטיקה יכולים לאפשר : GeoGebraת דינמיה גיאומטריהת התכנ

באמצעות עבודה בסביבה  –ם להתמודד עם הבעיה בתחילה הלתלמידי
אשר בה הם עורכים ניסויים וירטואליים עד לקבלת השערה , טכנולוגית/אינדוקטיבית

באמצעות  –היה עליהם להוכיח את ההשערה באופן דדוקטיבי י מכן-לאחרו, מוצקה
  .יים קלסייםתאורטכלים 

  

  

  מבוא. 1

המתמקדים במספרים  ,מושג הערך המוחלט הוא סימון מקוצר מקובל למצבים מתמטיים
מושג הערך המוחלט אינו מציב בעיות משמעותיות או  – בהקשר אריתמטי. חיוביים ושליליים
  .קשיים מיוחדים

אשר , מהתחום האריתמטי לאלגברי נוצרים בעת מעבר –קשיים לגבי מושג הערך המוחלט 

מציע חמש הגדרות ) Brumfiel, 1980(ברומפיל  ,למשל :מספר הגדרות של מושג זהו במוצעות 

תכנת ; בעיות אותנטיות; שיטות פתרון של ערכים מוחלטים ;חלטוהגדרת הערך המ  :מילות מפתח
 .GeoGebraתכנת ; גיאומטריה דינמית

  יישום טכניקות ערך מוחלט
  במתמטיקה אותנטיותבפתרון בעיות 

  חיים-ודוד בן משה סטופל
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הוא ממליץ על הוראה של כל חמש ההגדרות וחקירה של בעיה בודדת . שונות לערך המוחלט
  . באמצעות כל החמש

  

  ):24	p.	1980,	Brumfiel,( ההגדרות –להלן 

 קואורדינטהאשר ה, נקודה על ציר המספרים X התהי ,מספר ממשי כלשהו ההיי xאם   .1

  .לראשית Xמכוון בין -הוא המרחק הבלתי |x| במקרה זה. xשלה היא 

 Y -ו Xיהיו  .x – y = rכך  .כלשהם y -ו xשני מספרים  רחַ בְּ . מספר ממשי כלשהו היהי rאם   .2

הוא המרחק הבלתי  |x – y| במקרה זה. y -ו xות שלהן הן קואורדינטאשר ה ,הנקודות

  .Y -ו Xמכוון בין הנקודות 

3.  |x|  מבין המספרים ' הגדול'הואx ו - x- .נרשום זאת בקיצור כ- |x| = Max {x, – x} ,כלומר ,

|x| י של הקבוצה המורכבת ממקסימלהוא האיבר ה-x ו-x - .שמתקיים ,מובן   

Max {a, a} = a ,0| וכך מטפלים במקרה|.  

4.  |x| =√ݔଶ.  

  . x| = – x|אז , x < 0אם  .x| = x| אז x ≥ 0אם   .5

גיאומטרית מציע להשוות את המשמעות ה )Wei, 2005(ווי  – ברומפיל בהתייחס להגדרותיו של
  . היפרבולותלשל משוואות ערך מוחלט ספציפיות לאליפסות ו

  :)Wei, 2005(ווי לפי 

 של גיאומטרית המשמעות ה|x – a| + |x – b| = c  היא מציאת כל הנקודות על ציר

  .c שווה לקבוע b -ו aאשר סכום מרחקיהן משתי נקודות , המספרים

 אשר סכום מרחקיהן משתי , ההגדרה של אליפסה היא קבוצת כל הנקודות במישור
  .הוא קבוע, הנקראות מוקדים, נקודות קבועות

 ות קואורדינטx של שני הקדקודים של האליפסה הן 
ሺࢇା࢈ሻା	ࢉ

૛
 - ו 

ሺࢇା࢈ሻି	ࢉ

૛
  ).1איור ( 

 חלטים והפתרונות של משוואת הערכים המ|x – a| + |x – b| = c הם: + 
ࢉ

૛
 

ሺࢇା࢈ሻ

૛
   או 

- 
ࢉ

૛
 

ሺࢇା࢈ሻ

૛
.  

 
 האליפסה חותכת את הציר הגדול בשתי נקודות: 1איור   
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 של גיאומטרית המשמעות ה, באופן דומה|x – a| – |x – b| = c  מתאימה לנקודות החיתוך

 ).x )Wei, 2005, p. 73 -על ציר ה b -ו aשל היפרבולה בעלת שני מוקדים 

  :כי ,טוענים – )Wilhelmi, Godino & Lacasta, 2007(גודינו ולקסטה , וילהלמי

שאלה בסיסית אחת נוגעת לקביעת היעילות , של חינוך מתמטי המבט-נקודתמ
ניתן ; הקשורות בהגדרה מתמטית ,הדידקטית של טכניקות לפתרון בעיות

ת ישימוּ(להעריך יעילות זו באמצעות הבאתם בחשבון של הממדים האפיסטמיים 
היעילות והמחיר (הקוגניטיביים , )הטכניקה והאובייקטים המתמטיים המעורבים

היקף המשאבים (וממדים הקשורים בהוראה ) טכניקות בקרב הפרטשל 
  ).73' עמ, שם) (החומריים והזמן הנדרש להוראה

כל  – )Brumfielשל  5' מס(עט יוצא אחד מהכלל שלמַ  ,אנו מציעים – בכל הנוגע לציטוט דלעיל

מתאימים  )Wei, 2005( ווי ים שלגיאומטריוהפירושים ה )Brumfiel, 1980( ברומפיל ההגדרות של
בהן קיימים  אשר, ניתן להכליל את יישומם לסיטואציות לא –וטכנית , רק למקרים פרטיים

   :פתרון של המשוואה הבאה, למשל :מספר ביטויים בערך מוחלט

|2x – 3| + |3x – 2| + |5x + 3| = 10  המורכבת פונקצייהה"באמצעות הגדרת "|x| = + √ݔଶ 

, היא פעולה מורכבת מאוד, ))Mollin, 1998( מולין כפי שהיא מופיעה אצל, דלעיל 4' הגדרה מס(

  :שכן יש להמיר אותה למשוואה

     2 2 2
2x - 3  + 3x - 2  + 5x+3  = 10  

דבר  .ים של המשוואה בריבוע מספר פעמיםיש להעלות את שני האגפ – וכדי להיפטר מהשורשים
  .אפשרי-בלתילביטויים מורכבים מאוד והופך את פתרון המשוואה לכמעט זה מוביל 

  .יוביל למבוי סתום דומה –) 5' למעט מס(ששימוש בהגדרות האחרות  ,קל לראות

  )Brumfiel, 1980(מפיל ובריישום של ההגדרה החמישית של . 2

כפי  ,"הערכת הנקודות הקריטיות"הזהה ל( מפילובר לההגדרה החמישית ש באמצעות יישום

 – ))Wagster, 1986( וגסטר או ההמלצה הדומה של )McLaurin, 1985( מקלורין ידי-שהוצע על
 ,מספר כלשהו של ביטויים בערך מוחלט בעלותאנו יכולים להכליל את השיטה ולפתור משוואות 

את סימוני הערך המוחלט בכל  אנו יכולים לבטל, בשיטה זו. הדומים לאלה המופיעים בדוגמה
  . שלב

  :לדוגמה

|2x – 3| + |3x –2| + |5x + 3| = 10  

ומסמנים אותם על ציר , במשוואה הנמצא בערך מוחלט ,מוצאים את האפסים של כל ביטוי
ולפיכך הפתרונות , שתחום ההגדרה הוא ציר המספרים הממשיים ,שידגשוב להח .המספרים

והמשוואה , )מספר האפסים ועוד אחד(התחום למספר אזורים מחולק , כך. יהיו חלק מציר זה
אם הפתרון נמצא בתוך . אותו אינטרוול בלבדלנפתרת בכל אינטרוול של ציר המספרים 

ארבעה יש ולכן , בדוגמה שלנו יש שלושה אפסים. הוא פתרון של המשוואההרי , האינטרוול
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  .D-ו A ,B ,C: אינטרוולים

 

 
  :רוול נותן את התוצאות הבאותפתרון המשוואה לכל אינט

A: x ≤ 
ି૜	

	૞
 ∩  (2x – 3) – (3x – 2) – (5x + 3) = 10 => x = 

ି૝	

	૞
 

∪ 

B: 
ି૜	

	૞
 < x ≤ 

	૛	

	૜
 ∩  (2x – 3) – (3x – 2) + (5x + 3) = 10 => Ø 

∪ 

C: 
	૛	

	૜
 < x ≤ 

	૜	

	૛
 ∩  (2x – 3) + (3x – 2) + (5x + 3) = 10 => x = 1 

∪ 
D: 

	૜	

	૛
 ≤ x ∩ (2x –3) + (3x – 2) + (5x + 3) = 10 => Ø 

	= x/ x}: הפתרון הוא, מכאן
	ି૝	

	૞
, 1} 

  פתרון של בעיה אותנטית בטכניקת הערך המוחלט. 3

במרבית המקרים בהקשר של פתרון  עשיתנ –הצגתו של הערך המוחלט כחלק מענף האלגברה 
תוצאה של פתרון בעיה אותנטית  –ולעתים נדירות יותר , שוויונים-כגון משוואות ואי ,תרגילים

  . יום- מחיי היום

  בעיה בסיסית 3.1

  :אשר עשויה להתאים ליישום טכניקה זו, להלן ניתנת בעיה מהעולם האמיתי

כלשהו יצרן של מוצרי מזון מעוניין לבנות מפעל במקום . לאורך כביש ישרארבע ערים ממוקמות 
 ,הוא יודעמאחר ש. לאחסן ולספק את המזון לארבע הערים, על מנת לייצר – לאורך הכביש

קם את זער את עלויותיו ולמַ הספק למַ מעוניין , מזון לכל עיר לשלוח מדי יום ביומו הוא חייבש
  .ימינימלשסכום המרחקים מכל עיר יהיה , ה כזוהמפעל בנקוד

  : ות מתאימותקואורדינטתקבל  ,xהממוקמת בנקודה על ציר  ,וכל עיר, xנסמן את הכביש בציר 

A(a, 0) ,B(b, 0) ,C(c, 0) ו-D(d, 0).  
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 5-ל x-הנקודות מחלקות את ציר ההרי , )x-כפי שמסומן על ציר ה( a<b<c<d - ש, אם נניח
  :כמתואר להלן – אינטרוולים

 
המשימה היא להשתמש באחת  .סכום המרחקים מהמפעל לארבע העריםכ f(x)נגדיר את 

עבורה אשר ב, x -על ציר ה M(x, 0)חלט על מנת למצוא את הנקודה וההגדרות של הערך המ

 |f(x) = |x – a| + |x – b| + |x – c| + |x – d :ימינימלערך  f(x) פונקצייההמקבלת 

 f(x)ונקבל ביטויים לערכה של , כפי שתוארה לעיל ,)Brumfiel, 1980( ברומפיל ניישם את שיטת

  :V- ל ועד I-בכל אינטרוול החל ב

I: x ≤ a ∩ f(x) = – (x – a) – (x – b) – (x – c) – (x – d) = – 4x + a + b + c + d 

II: a ≤ x ≤ b ∩ f(x) = + (x – a) – (x – b) – (x – c) – (x – d) = – 2x - a + b + c + d 

III: b ≤ x ≤ c ∩ f(x) = + (x – a) + (x – b) – (x – c) – (x – d) = – a – b + c + d 

IV: c ≤ x ≤ d ∩ f(x) = +(x – a) + (x – b) + (x – c) – (x – d) = 2x – a – b – c + d 

V: d ≤ x ∩ f(x) = + (x – a) + (x – b) + (x – c) + (x – d) = 4x – (a + b + c + d) 

 IIIבאינטרוול ; ת יורדתלינארי פונקצייההמרחק היא  פונקציית, II-ו Iבאינטרוולים , כך

 פונקצייההמרחק היא  פונקציית, V- ו IVבאינטרוולים ; קבועה פונקצייההמרחק היא  פונקציית
  .ת עולהלינארי

, ת יורדת הוא בקצה הימני של התחום שלהלינארי פונקצייהשערך המינימום של  ,מקובל עלינו
  .כמתואר להלן, ת עולה נמצא בקצה השמאלי של התחוםלינארי פונקצייהוערך המינימום של 

   :Iאינטרוול 

  

min (x = a, y1 = a + b + c + d – 4a)
 או

min (x = a, y1 = (b – a) + (c – a) + (d – a)) 
 או

min (x = a, y1 = AB + AC + AD) 

  :IIאינטרוול 

 

min (x = b, y2 = (c + d) – (a + b)) 
 או

min (x = b, y2 = AD + BC)  
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  :IIIאינטרוול 

 

min (b ≤ x ≤ c, y2 = (c + d) – (a + b))
 או

min (b ≤ x ≤ c, y2 = AD + BC)  

  :IVאינטרוול 

 

min (x = c, y2 = (c + d) – (a + b))
 או

min (x = c, y2 = AD + BC) 

  :Vאינטרוול 

 

min (x = d, y3 = 3d – (a + b + c))
 או

min (x = d, y3 = AD + BD + CD)  

  :המרחק פונקצייתהשלב הבא הוא לקבוע באופן אלגברי את המינימום האבסולוטי של 

  עבור   1 2y – y = b+c+ d – 3a – c+d – a – b = 2b – 2a
  

)1(  
2-ר שמאח 1 1 20y y y y b a     

  

  עבור   2 3– – – – 3 – – – 2 – 2y y c d a b d a b c c d  
 

)2(  
2-ר שמאח 3 2 30y y y y c d      

הוא המינימום האבסולוטי של סכום המרחקים מהמפעל  y2-ש ,היא) 2(- ו) 1(התוצאה של 
  :לארבע הערים

b ≤ x ≤ c, y2= (c + d) – (a + b)  

כולל אפשרות , C-ו Bקם את מפעל המזון בכל נקודה על הכביש בין הערים למַ ניתן , כיוון שכך

י של המרחקים מינימלהסכום ה, בכל מקרה). 2איור  ורא( Cאו בתוך העיר  Bקמו בתוך העיר למַ 

=CD+CB+CA :הוא CD+CB+ AB+CB = AD+ BC  

+AD(ארוכים יותר  יוביל למרחקי נסיעה – Dאו  Aשמיקום המפעל בעיר  ,ברור AC + AB
  או 

AD+ BD+CD ,בהתאמה.(  
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 עבור מספר זוגי של ערים המרחקים פונקצייתתרשים סכום  .2איור 

  וריאציה של הבעיה. 3.2

תוצאות  חושף –המשך החקר של בעיה אותנטית זו תוך שימוש באותה השיטה לפתרון הבעיה 
  .מספר כלשהו של עריםבבנוגע להכללת המקרה 

סכום המרחקים  – )זוגי של אינטרוולים-יא למספר איהמב(עבור כל מספר זוגי של ערים ב
כפי שנמצא עבור (כאשר המפעל ממוקם בנקודה כלשהי באינטרוול המרכזי , י יהיה זההמינימלה

  ). ארבע ערים

סכום המרחקים  – )מספר זוגי של אינטרוולים(ערים  זוגי של-עבור מספר איב, לעומת זאת

בשני ). x-ה הנקודה המרכזית של ציר(כאשר המפעל ממוקם בעיר המרכזית  ,י מתקבלמינימלה
עבור מספר (סביב אינטרוול המינימום  פונקצייהשיפועי המקטעים הסימטריים של ה, המקרים

   :הם שווים בערכם המוחלט) של ערים זוגי-עבור מספר איב(או נקודת המינימום ) זוגי של ערים

) x > d( V-ו) I )x < aהערכים המוחלטים של שיפועי הפונקציות באינטרוולים , 2באיור , לדוגמה

שווים גם ) c≤ x ≤ d( IV -ו) II )a ≤ x ≤ bוהערכים המוחלטים של השיפועים בקטעים , הם שווים
  .הם

הוא כמתואר ) ארבעה אינטרוולים/שלוש ערים, בדוגמה זו(זוגי של ערים -מספר אילהפתרון 
  :להלן

 
  :המרחקים הוא פונקצייתסכום 

f(x) = |x – a| + |x – b| + |x – c|  
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  :בכל אינטרוול פונקצייהמציאת מקטעי ה

I: x ≤ a ∩ f(x) = – (x – a) – (x – b) – (x – c) = – 3x + a + b + c => y1 = f(a) = -2a + b + c 

II: a ≤ x ≤ b ∩ f(x) =+ (x – a) – (x – b) – (x – c) = – x + b + c – a => y2 = f(b) = c – a 

III: b ≤ x ≤ c ∩ f(x) =+ (x – a) + (x– b) – (x – c) = x – a – b + c => y2 = f(b) = c – a 

IV: x ≥ c ∩ f(x) = x – a + x – b + x – c = 3x – a – b – c => y3 = f(c) = 2c – a – b = c – a + c – b 

 

 זוגי של ערים-עבור מספר איבהמרחקים  פונקצייתתרשים סכום . 3איור 

 

- המוביל לכך ש( y2 – y1ושל ) y3 > y1המוביל ל ( y3 – y1ומתוך החישוב של  a < b < cכי  ,בהנחה

y1 > y2( ,כי  ,נקבלy3 > y1 > y2 . י של סכום המרחקים הואמינימלהערך ה y2 = c – a = AC  ,

  ). העיר האמצעית( Bי של מפעל המזון הוא העיר אופטימלוהמיקום ה

  .3התיאור הגרפי של מקרה זה מובא באיור 

  הרחבה של הבעיה. 4

   :ניתן להרחיב בעיה אותנטית זו על ידי תוספת אילוצים או שאילת שאלות נוספות

היכן יהיה המיקום עם הסכום , שמפעל המזון ממוקם בין שתי ערים ספציפיות ,ןונתאם , למשל
  ? של המרחקים אל כל אחת מהערים) מקסימלי(י מינימלה

כי  ,או להסיר את הדרישה, שונותניתן להטיל מחיר שונה על נסיעה לערים  :דוגמאות נוספות
ולאפשר להן להתמקם על שני קווים ישרים , )קו ישר(הערים ימוקמו לאורך אותו הכביש 

  .עם שאלות דומות) צירים-בדומה למערכת(ניצבים 

סטית ביותר היא לתת לערים להיות ממוקמות בכל מקום שהוא במישור ראלישהבעיה ה, ברור
  ). ימינימלשמרחק הנסיעה יהיה  באופן מיקום המפעל(עם אותה המשימה 

 ,מיקום מסוים ללינהבהם הם בוחרים  אשר, "מסלולי כוכב"תיירים רבים מתכננים , למעשה
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  .מטיילים הלוך ושוב בכל יום כדי לבקר באתרים שמסביבהם ו

  ית בסביבת הלימודיםדינמגיאומטרית ה תכנשימוש ב. 5

ואז ניתן להתיר להם לבצע , הלומדים עשויים ליהנות מגילוי ההבדלים בפתרון בעיות מסוג זה

כגון  ,)DGS(דינמית  גיאומטריהות תכנזוהי הזדמנות טובה לשלב . ניסיונות בשיטות שונות

GeoGebra .בעיה  שלה מסוג זה הוא היכולת להציג באופן ויזואלי את התוצאות תכנהיתרון ב
, ניתן לשנות את מיקום המפעל, כאשר שומרים את התנאים הבסיסיים תחת שליטה. מסוג זה

עשויה לשמש ככלי  DGS, לפיכך. לחשב את סכום המרחקים ממנו אל הערים – ובכל מיקום
  .יתפורמלי להוכחה הסימבולית הפיזיקלעל מנת לגשר על הפער שבין המודל ה –ביניים 

גוטירז , ונס'גכתבו  – לאומית לפסיכולוגיה בחינוך מתמטיצה הבינבפרסום מיוחד של הקבו

הוכחות בסביבות של ": וכותרתשמאמר מערכת  ),2000Mariotti & Gutiérrez Jones ,(ומריוטי 
 גיאומטריהת תכנשעבודה עם  ,קיימת שורה של עדויות' כי ,ובו הם טענו ,"יתדינמ גיאומטריה

אשר עשויה שלא להיות נגישה בכלים , יתתאורטדינמית נותנת ללומדים גישה למתמטיקה 
  ). 3' עמ( 'פדגוגיים אחרים

עשויה להנחות את הלומדים בפיתוח הנחות משלהם בנוגע  – DGSחקירה אינדוקטיבית עם כלי 
סף בנו, כמובן, זאת. ולהתמודד מאוחר יותר עם ההוכחה הדדוקטיבית, לפתרון של בעיה

להמחשה של הצגות גרפיות שונות לגבי מושגים ומצבים אחרים הקשורים  DGS-לתרומה של ה
ם לחקור את הלתלמידי בהתחלהשמורים למתמטיקה יאפשרו  ,אנו ממליצים, לפיכך. לבעיה

 בגלל. עד שיגיעו להנחות מבוססות להוכחה דדוקטיבית, הבעיה באמצעות עבודה בסביבה כזו

חצי "אנו קוראים לתהליך זה  – )DGE(ית דינמה גיאומטריהטבעה האינדוקטיבי של סביבת ה

הקיים ברכישתו והצדקתו  ,יתאורט-הפער הניסיוני ,DGEלאחר היישום של ש, מכאן". הוכחה

). Leung & Lopez-Real, 2002(הופך לדאגה פדגוגית ואפיסטמולוגית חשובה  – גיאומטרישל ידע 
ולא להסתמך  ,שעליהם להוכיח תוצאות, עובדהעל הסטודנטים להיות מודעים ל, יחד עם זאת

  . על ניסוי וירטואלי בלבד

  הערות מסכמות. 6

הלומדים להבין טוב יותר את המושגים יכולים  – באמצעות הצגתן של הגדרות שונות למושג
שום של דרישה מהם לפתור בעיות תוך יי. המובילים לידע מתמטי עמוק יותר, המעורבים

בהם הגדרה ספציפית של  אשר, עשויה לחשוף את המקרים –הגדרות שונות של מושג כלשהו 
הגדרה אחת של מושג לגבי נו ישהראכפי , מתאימה יותר למקרים כלליים אותו המושג תהיה

  .הערך המוחלט

באמצעות  מכן-לאחראשר נפתרה , הוצגה בעיה אותנטית מהחיים האמיתיים במאמר זה
  . תוך הפקת תוצאות מעניינות – טכניקות של ערך מוחלט למצבים שונים

את ההתקדמות המנצלות , GeoGebraכגון  ,דינמית גיאומטריהות תכנמומלץ על שימוש ב, בנוסף
האחרונה בהוראת המתמטיקה ובסיוע ללומדים להמחיש ולהבין  קופהתהטכנולוגית המהירה ב
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יחד עם . לפני שהם ממשיכים להוכחות דדוקטיביות ,מוחשיותבעיות אבסטרקטיות בדרכים 
המונחת  ,לעומת הפרוצדורה הדדוקטיבית –יש להיות מודע לאופי האינדוקטיבי שלהן , זאת

  .בבסיס המתמטיקה
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