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  תקציר

פשוטה  – בעזרת סרגל ומחוגה, שיעבור דרך נקודה כלשהי, בניית אנך לישר נתון
  . הבניות ההנדסיות היסודיות-שייכת לקבוצת והיא, ביותר

הקושי של המשימה עולה -הרי דרגת, כשמוסיפים את המגבלה של שימוש בסרגל בלבד
  . משמעותית

- שלבי. ברקע נתון מעגל שמרכזו מצויןבתנאי שניתן לבצע את הבנייה רק במקרה זה 
 תכונות –וכן , הבנייה מבוססים על יישום תכונות של צורות גאומטריות מוכרות

  . פרויקטיביות

 כולל ההגדרה של קדקודון ארבעתי והחלוקה –  התכונות הדרושותציינו אתבמאמר 
  . ההרמונית שנוצרת בו

  :מה לשלושת המקרים הבאיםהוצג פתרון המשי

  . הישר חותך את המעגל בשתי נקודות  .א

 . הישר משיק למעגל  .ב
  . הישר והמעגל זרים זה לזה  .ג

  

  

  הקדמה

היא כלי ,  על פי נתונים מסוימים,שרטוט נכונה ומדויקת של צורות הנדסיות פשוטות-יכולת
נגרות , עיצוב: כגון, ים בענפים של בעלי מקצוע נוספ–  וכן,בסיסי וחיוני של המורים למתמטיקה

המחשת , הרי לצורך הסבר, יום-גם בחיי יום, לעתים קרובות. ובמגוון תחומי ההנדסה והתכנון
–שבמקרים אלו , חשוב מאוד. 'תרשים וכד, שרטוט,  מכינים איור–רעיון או תכנון כלשהו 

  . ההמחשה בעזרת האיור תהיה נכונה ומדויקת

הבניות ההנדסיות .  לימודי הנדסת המישורשיבות רבה במכלולבעל חענף הבניות ההנדסיות הוא 
המאפשר תרגול והטמעה ,  עיסוק–המחייב יישום תכונות גאומטריות ומשפטים , הן שדה רחב

  . של חומר נלמד

  

  

   .אומטריהמשפטים בג ;בניות הנדסיות  :תארנים
  . בניות בעזרת סרגל בלבד;אומטריה יישום משפטים בג;דסיות ייחודיותבניות הנ  :מפתח-מילות

   להורדת אנך לישר כלשהועזר-יכאמצע –המעגל 
  בעזרת סרגל בלבד 

  חרירשלמה, משה סטופל, דוד פרייברט
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, יווניתכ- נדרשת חשיבה עמוקה ורב–במקרים רבים לשם מציאת הדרך הנכונה לביצוע הבנייה 
 -אתגר רבני עצמם מהווים שבפ, הבנייה-הוכחה של נכונות-עזר ויכולת-שילוב בניות, יצירתיות
 אתו מפלסת דרך להתמודדות עם אתגרים נוספים במתמטיקה ובתחומים ההתמודדות .עוצמה
  . אחרים

  .הייחוד של משימת הבנייה שתוצג בהמשך הוא השימוש בסרגל בלבד

 ,Jakob Steiner, 2009a) )1863-1796(יעקב שטיינר , טיקאי הדגולשהמתמ, כאן המקום לציין
2009b, 2009c) ,הייתה ) פרויקטיבית(המישור ולגאומטריה התיאורית -אשר תרומתו להנדסת

 ידי-עלניתנת לפתרון ,  סרגל ומחוגהידי-עלהניתנת לפתרון , בנייה- שכל בעייתהוכיח, גדולה
 גם בציון מרכז –ובמקרים מסוימים , מסומן בו קוטראשר , בתנאי שנתון מעגל, סרגל בלבד

   )ב1996 ,א1996, סטופל ואוקסמן (המעגל

- מחייב ידע רחב ומעמיק יותר בהנדסת –בעזרת סרגל בלבד בנייה באמצעות -פתרון משימות
 ידי-על הנדרש לפתרון בעיות בנייה ,ידעבהשוואה ל –) אוקלידית או פרויקטיבית(מישור ה

  . מחוגה וסרגל

רות במישור ם את התכונות החשובות של צורות גאומטריות מוכָּסוג זה של בניות מאפשר לייש
הלימוד של -תהליך לגוון את נוכלובכך  ,פתרון בעיות ייחודיותשם ל, האוקלידי או הפרויקטיבי

  . אומטריההג

שר אנך לי-עשה באמצעות בנייתית – תוך שימוש באנליזה חשיבתית – ההדגמה של יישום הידע
  . עזר-רקע נתון מעגל ככלי כשב,נה שיעבור דרך נקודה נתובאופן, נתון

  

  תיאור המשימה

  .  שימוש בסרגל בלבדידי-על, נתון  דרך המרכז של מעגל עוברשאינו,  אנך לישרובנ

והיא , המעגל-אשר בה עובר הישר דרך מרכז, משימה זו היא המשך למשימה הפשוטה יותר
  ). 2008, סטופל וחריר, טפרייבר(הוצגה במאמר קודם 

כולל הכרת התכונות המיוחדות של , מישור-בסיסי בהנדסתדורש ידע המשימה הפתרון של 
בשילוב נקודות - חלוקה הרמונית של זוגות:כגון, )אוריותית(יקטיביות  תכונות פרו– וכן, טרפז

  . עם המוקד והמדריך שלה

  

  משימהההצגת 

  . Pוכן נקודה אקראית , O שאינו עובר דרך ,ישר , Oבמישור מסומן מעגל עם מרכזו 

  . Pהעובר דרך הנקודה , את האנך לישר  – באמצעות סרגל בלבד ובנ

   :ים עם הישר יקיימים שלושה מצבים הדד, O שבהמשך יצוין כמעגל, ביחס למעגל הנתון

   .זרים. גמשיק . חותך ב. א

  :ורכב מהפתרונות של המקרים הבאיםמ משימההלכן פתרון 

   .B- וAְ בנקודות O  חותך את המעגלהישר   .א
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 . A בנקודה Oמעגל ל משיק הישר   .ב

   .אין נקודות משותפות לישר ולמעגל  .ג

  . 1שלושת המקרים מתוארים באיור 

  
  

   הרלוונטיות לפתרון המשימה ,הפרויקטיביותההנדסיות ו התכונות

  הערות מקדימות

אומטריה ג(" הנדסה תיאורית " שלמדו את הקורס, מיועדת לסטודנטיםזוהיות ומשימה    .1
התמודדות עם משימות בשליטה ומיומנות -ידע בתחום וכן בעלי-והם בעלי, )פרויקטיבית

התכונות  הרי ,יסודי-ד בחינוך העללפחות ברמה הנדרשת מתלמי, מישור-בהנדסת
  . בלבד משימהה-נדרשות לפתרון – כאןהפרויקטיביות שיוצגו 

ללא  – ניתן להציג על סמך תכונות הטרפז –של משימה ' ב-ו' פתרון של מקרים אהאת    .2
 ,כן ניתן להציג אותו לתלמידי תיכון-על.  חלוקה הרמונית של זוגות נקודות:השימוש במושג

משפט " את התכונה המכונה –ובמיוחד , את התכונות המתאימות בטרפזהמכירים 
  ": שטיינר

  

  משפט שטיינר – 'תכונה א

שתי נקודות האמצע של  :נקודותה  ארבעABCD בכל טרפז
של  ונקודת החיתוך נקודת חיתוך האלכסונים, הבסיסים

 ראה כפי שנ– נמצאות כולן על קו ישר, המשכי השוקיים

) 2באיור  )MBAMNCDN ==  N- וF, M, Eְ: הנקודות. ,
  . מונחות על אותו ישר
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   המבוססת על משפט שטיינר ,בניית יישום

הוכחת הבנייה [שלו נתונה האמצע -שגם נקודת, מקביל לקטע נתון קו ו בנ– דרך נקודה כלשהי
  . ])א1996, סטופל ואוקסמן(מופיעה במקור 

  . C אמצע שלו יחד עם נקודת הAB וקטע P נקודה יםנתונ

  . AB- ומקביל לP העובר דרך הנקודה , את הישרובנ

  

  אור הבנייהית

 נבחרהישר   ועל המשך,P- וBְ בישר את הנקודות נחבר

עם  1X בישרים את הנקודהנחבר. 1Xנקודה כלשהי

  ). 3 איור( C-וְ Aהנקודות 

-  נקודתואז תתקבל ,P  הנקודה עםAהנקודה נחבר בישר את 

, 2X עם הנקודה Bאת הנקודה  כשנחבר בישר. 2Xהחיתוך 

הישר  .3Xבנקודה 1AXהישר  ך אתהמשך הישר יחתו

3PX הוא הישר המבוקש .  

 המקביל לישר , של בניית ישרשיטה כלליתגה בנייה זו מצי
  ). האמצע שלו-עם נקודת(הנתון 

  

  יישום משפט שטיינר לפתרון בעיה גאומטרית

שהפתרון הפשוט שלה ,  בעיה גאומטריתנציג – כהקדמה להצגת המשימה המרכזית של המאמר
וסחה אלגברית המתבסס על יישום נ,  פתרוןנציגנוסף לו .  שימוש במשפט שטיינרידי-עליינתן 

  .  פתרון הנדסי חלופי ללא שימוש במשפט שטיינר–וכן , בשילוב עם משפט פיתגורס

  

  בעיההצגת ה

וסכום , b- וaשאורך בסיסיו , נתון טרפז

בטאו . 900זוויות בסיסו התחתון 

 את אורך קטע b- וaבאמצעות 
  ).4איור (האמצעים של הבסיסים 

  AB=a : נתון

  DC=b  

  α+β=900  

  AE=EB, DF=FC 
  .b- וa באמצעות l את אורך קטע האמצעים של הבסיס בטאו
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   שימוש במשפט שטיינרידי- עלעיה הבפתרון . א

-כשנמשיך את השוקיים עד לנקודת
זווית -קבל משולש ישרנ, פגישתן

GAB∆)  5איור.(  

 E- ְוG ,Fהנקודות , לפי משפט שטיינר
  .נמצאות על ישר אחד

GF –ולכן , זווית-יכון במשולש ישר ת
: הוא שווה למחצית היתר

1
2 2

bGF DC= =  

GE –ולכן הוא שווה למחצית היתר, זווית- תיכון ליתר במשולש ישר: 
1
2 2

aGE AB= =  

: מכאן
2

a bFE GE GF −
= − =  

  

  ורסמשפט פיתגב שימוש בנוסחה אלגברית וידי- עלפתרון הבעיה . ב

הקושרות , שקיימת מערכת של נוסחאות אלגבריות, )המתמטיקה- למורי,לפחות(חשוב לדעת 
אלכסונים וקטעים בטרפז , צלעות

אחת ). 2006, פרייברט(אקראי 
  , מהנוסחאות היא

2 2 2 22( )m n f b+ = כאשר ,  (*)+

mו -nהם אלכסוני הטרפז  ,f  הוא

 l-אורך קטע האמצעים של השוקיים ו
ורך קטע האמצעים של בסיסי אא הו

נמשיך את שוקי .  שיש להביעוהטרפז

. Gהטרפז עד לנקודת החיתוך שלהן 

)0לפי הנתון  90 )α β+ המשולש , =

AGB∆6איור (זווית - הוא ישר.(  

  .y- וx- בהתאמה ב–ואת המשכיהן , d- וc- את שוקי הטרפז בנסמן

2 2 2( )m c x y= +   )∆ACGמשפט פיתגורס במשולש  (+

2 2 2( )n d y x= +   )∆BDGמשפט פיתגורס במשולש  (+

  :את הקשר  חיבור המשוואות נקבלידי-על
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2 2

2 2 2 2 2 2 2 2( ) ( )
a b

m n c x d y x y a b+ = + + + + + = + )*(  

  .לכסונים שווה לסכום ריבוי אורכי הבסיסים ריבועי האבטרפז הספציפי הנתון סכום, כלומר

, נציב קשר זה יחד עם הקשר שבין אורך קטע האמצעים של שוקי הטרפז ואורכי בסיסיו

2
a bf +

  :הנוסחהנקבל את ואז  ,)*(בנוסחה , =

2
2 2 2 2 2 2 22( ) 2

2 2
a b a bm n a b f l l l

⎛ ⎞+ −⎛ ⎞+ = + = + = + ⇒ =⎜ ⎟⎜ ⎟⎜ ⎟⎝ ⎠⎝ ⎠
  

  

   פתרון הנדסי ללא שימוש במשפט שטיינר–פתרון חלופי . ג

 נעביר קווים מקבילים Fמהנקודה 
החותכים את בסיסו , לשוקי הטרפז

ראה כפי שנ, K- וLהתחתון בנקודה 
  .7באיור 

   AKFD: כך נוצרו שתי מקביליות

 הוא ∆KFLהמשולש . LBCF-ו
שאורך יתרו הוא , זווית-משולש ישר

KL a b= ון  הוא תיכFE-היות ו. −

הרי אורכו הוא , ∆KFLזווית -ליתר במשולש ישר
2

a bFE −
=.  

  ).2005, מוגילבסקי וסטופל( שימוש בגאומטריה ניתן למצוא במקור ידי-עלפתרון 

  

חלוקה  – 'תכונה ב
הרמונית של זוגות 

  נקודות

 דקודון ארבעתינתון ק

PQRS)  הגדרות
ות הצורה והגדר

נוספות מובאות 
בו אשר , )בנספח

 ,Aנקודות אלכסוניות 
Bו -E, ראהכפי שנ 

 Cהנקודות . 8באיור 
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הנקודה .  בהתאמהPQ- וRSהצלעות - עם המשכיABהחיתוך של הישר -הן נקודות D-ו

  . PQ- וRSהיא נקודת החיתוך של הצלעות  Eהאלכסונית השלישית 

  .  חלוקה הרמוניתABהקטע  מחלקות את D- וC כי הנקודות ,אפשר להוכיח

  .)מאמרלההוכחה של תכונה זו מופיעה בנספח (

  

  :הערות

   :ניתן לרשום את התכונה האחרונה באופן הבא פי ההגדרה של חלוקה הרמונית-על  . 1

  
BD
AD

BC
AB

×=1 אוֹ =
AD
BD

BC
AC

  

  היחסאז,  אינסוף עדBמנקודה ) ABעל הישר ( הולכת ומתרחקת Dכאשר נקודה   . 2
AD
BD

   

→1- ש,ומהקשר ההרמוני נובע, 1-ל שואף
BC
AC

 מתקרבת לאמצע C שנקודה ,זאת אומרת, 

   , לאינסוףA מתרחקת מהנקודה D שכאשר הנקודה ,המסקנה היא. ABהקטע 

AC  אז PQ‖ דהוהנקו C  מתקבלת באמצעAB .  

  : פתרון המשימה הבאהל מתבסס"הנעל סמך המסקנה   . 3

  

  עזר-משימת

 – בעזרת סרגל בלבד  בנייהידי-על ומצא. k על ישר AB וקטע k- ו :נתונים שני ישרים מקבילים

  . ABהאמצע של הקטע -את נקודת

  

  הבנייהתיאור 

  .  על הישר 2X- ו1Xשתי נקודות כלשהן  נסמן

 B ואת הנקודה 1X עם הנקודה A את הנקודה נחבר

המשכי הישרים נחתכים בנקודה . 2Xעם הנקודה

3X .  

BXAX  את אלכסוני הטרפזנעביר הנחתכים ,  21

43המשך הישר . 4Xבנקודה  XX חותך את הקטע 

AB בנקודה M ,9איור (האמצע שלו -שהיא נקודת .(  
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 שצלעותיו ,קשר למרובע חסום במעגלתכונה של מוקד ומדריך ב – 'תכונה ג
  הנגדיות אינן מקבילות

שצלעותיו הנגדיות אינן , ABCDאם מרובע 
 הארבעתי דוןחסום במעגל אז בקדקו, מקבילות

ABCD ,שמצויות בו הנקודות: R, Q, P שהן 
הישר הוא :  תקף הכלל– נקודות אלכסוניות

 הוא המדריך של RPוהישר , Pמדריך של המוקד 

  . 10 באיור ראהכפי שנ, Qהמוקד 

  

  

  

  

  

  

  

  

  זוגות של מוקד ומדריךתכונת ההדדיות שבין שני  – 'תכונה ד

אז  , Qשל המוקד  q שייכת למדריך Pאם נקודה 

, Pשל המוקד  p שייכת למדריך Qגם הנקודה 
  ). 11ההדדיות נראית באיור (
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 המצב ההדדי בין המדריך –' תכונה ה
 המחבר את המוקד עם ,ישרלבין ה

  מרכז המעגל

 מרכז -OL) O והישר L של מוקד lהמדריך 
  ). 12איור ( מאונכים זה לזה )המעגל

 

 

 

 
  

  

  

  

  

  

  פתרון המשימה 

  ) 'ב1איור (' משימה ב

א הי, Oמשיק למעגל  הישר אשר בה  ,משימה זו
  .  ביותרההפשוט

  

  הבנייהתיאור 

 Oעם מרכז המעגל  A את נקודת ההשקה אם נחבר
אז  – B ,AB את המעגל בנקודה והמשך הישר יחתוך

 Oהאמצע שלו הוא המרכז - שנקודת,טר הוא קטעהקו
',  של תכונה אבניית היישוםכפי שתיארנו ב). 13איור (

 ,AB המקביל לקוטר ,3PX ישר P דרך הנקודה נבנה

  . כן הוא מאונך לישר -ועל
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  ) 'א1איור (' משימה א

  . מרכז המעגלהוא  O - ש,וכן נתון,  B- וA : חותך את המעגל בשתי נקודותבמשימה זו הישר 

  

  הבנייהתיאור 

 מספר  בעלכדי להימנע מקבלת איור סופי מסורבל
תתואר הבנייה במספר , רב של נקודות וקווים

  . שלבים

  'שלב א

 ועם A עם הנקודה O את מרכז המעגל נחבר

את המעגל הישרים חותכים -המשכי. Bהנקודה 

 ,ההוכחה). 14איור ( בהתאמה D- וCבנקודות 

  .  נותרת לקורא, הוא מלבןABCDשהמרובע 

המרובע . CD על הקטע 1X בוחרים נקודה כלשהי

DABX1את נעביר. זווית- הוא טרפז ישר 

 עם האלכסון 2X הנחתך בנקודה ,1AXאלכסונו 

BD,שנפגשות בנקודה , את המשכי שוקיו וכן נבנה 

3X .  

 ,M בנקודה AB את הקטע יחתוךהישר -הרי המשך ,3X- ו2Xְ בישר את הנקודות אם נחבר

  ). משפט שטיינר( ' א לפי תכונה– וזאת, שהיא אמצע הקטע

  

  'שלב ב

 הרי ,O- וMְ בישר את הנקודות אם נחבר

 Eהישר חותכים את המעגל בנקודות -המשכי
לפי תכונת ( הוא קוטר במעגל EFהקטע . F-וְ

מצע הקטע הוא כשא, ) קוטר המאונך למיתר
 נבנה' ב1כמו במשימה ). 15איור (מרכז המעגל 

 – EF ישר מקביל לקוטר Pדרך הנקודה 
ועל כן ',  לבניית היישום של תכונה אבהתאם

  . הוא מאונך לישר 
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  ) 'ג1איור (' משימה ג

-ועל, O זר למעגל שמרכזו במשימה זו הישר 
  .  נקודהכן הוא אינו חותך אותו בשום

  הבנייהתיאור 

שלבים  נתאר את הבנייה במספר גם במקרה זה
  . יורים עוקביםבעזרת א

  

  'שלב א

.  על הישר B- וAְ : שתי נקודות כלשהןנבחר

 ,w- וvְ שני חותכים למעגל  נעבירAמהנקודה 
 בהתאמה F-וְ E ,D ,C החותכים אותו בנקודות

החיתוך של - את נקודתG- בנסמן). 16איור (

 - את נקודתH- בנסמן. FD- וCEְהישרים 

 על נחזור. DE- וCFְרים החיתוך של היש

היוצאים , z-וְ y הפעולה בהעברת שני חותכים

 M , L וחותכים את המעגל בנקודות Bמהנקודה 
, K ְו-Nבנסמן.  בהתאמה -Rהחיתוך - את נקודת

 את S- בנסמן. LM- וKNְ את נקודת החיתוך של הישרים Q- בנסמן. NL- וMKְ :של הישרים

  . RQ- וGHְ החיתוך של הישרים -נקודת

  

  'שלב ב

 החיתוך של -את נקודות U- וTְ באותיות נסמן

נסמן נקודה . המעגל- עם קשתOS הישר -המשכי

- את נקודת2X- בנסמן. UP על המשך 1Xהי כלש

 3X- בנסמן. 1OX עם הישר TPהחיתוך של הישר 

. 2UX- ו1TXְהחיתוך של הישרים -את נקודת

, כלומר,  הוא הישר הנדרש3PXהישר 

⊥3PX)  17איור .(  

  

  הוכחת הבנייה

 של GH את בניית המדריך השלב הראשון כלל

 – וזאת ,B של המוקד RQ ובניית המדריך Aהמוקד 
, הרי מצד אחד, 'פי תכונה ד-על. 'גפי תכונה -על
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 ,מצד שני. A דרך הנקודה עובר ,A של המוקד GHהשייכת למדריך , Sהמדריך של נקודה 

 B דרך נקודה  עוברSלכן המדריך של הנקודה . B של המוקד RQ שייכת גם למדריך Sהנקודה 
  . א הישר וכן ה-ועל, B- וAְדרך שתי הנקודות וגם 

, כלומר ( מאונך למדריך O והמרכז S העובר דרך המוקד ,OCהישר ',  הפי תכונה-על

⊥OS .( מכיוון שהקטעTU הוא קוטר של המעגל O ,הנקודה אז Oפי על .  היא האמצע שלו

  . -לכן הוא ישר מאונך לו ,OS-שהוא מקביל ל, 3PXישר  נבנה', יישום הבנייה של תכונה א

  .ל.ש.מ

  

  סיכום

משפטים ותכונות של צורות , ידע-לי ליישוםת ההנדסיות מרהיב ביופיו ומשמש כתחום הבניו
  .  כאתגר חשיבתי–  וכן,תיאוריתהמישור ובהנדסה ה-בהנדסת

  בהםמותר להשתמשש , שבהן קיימות מגבלות על סוג הכלים,ענף חשוב בתחום הוא בניות
 ידי-עלאו ) תמש במחוגהלא ניתן להש(בלבד ) חסר שנתות( סרגל ידי-עלבניות : כגון, לשרטוט

על אף המגבלות של ). לא ניתן להשתמש בכל סרגל() 2006, סטופל וריגלמן, חריר(מחוגה בלבד 
  .  בהצלחה עם משימות מגוונותניתן להתמודד – שרטוט מסוימים-שימוש בכלי

קע נתון כשבר, ר דרך נקודה נתונהו שיעבבאופן,  של הורדת אנך לישרמשימה נובמאמר זה הצג
, או משיק לו,  בשתי נקודותכאשר הישר הנתון חותך את המעגל, מעגל בסימון מרכזו או בלעדיו

  . או זר לו

 הדרושות לביצוע ,דיותהתכונות היסואת בסיס כ כרקע והבאנולהבנת הרקע המתמטי 
  . המשימות

 לעיין במקורות אנו מציעים –וחובביה  המתמטיקה-לשוחרי ילמתעניינים בתחום ובעיקר לשוחר

  .  Coxeter, 1974; Hadamard, 2005; Samogorghuriskii, 1961; Samuel, 1988 :הבאים

  

   ביבליוגרפיה
  . 260-247, יא ,שאנן .ות שונותבניות הנדסי ).2006 ('ו, ריגלמןו 'מ, סטופל, 'ש, חריר

 ,י, שאנן . שנשכחו בהנדסת מישור והדגמת השימוש בהם לפתרון בעיותם משפטי).2005 ('מ, סטופלו' ר, מוגילבסקי
252-231 .  

  . 46-41 ,18 ,ה"על . סרגל בלבדדיי-ל עגיאומטריות בניות ).א1996 ('ו, אוקסמןו 'מ, סטופל

  . 108-95,ב ,שאנן . והיצירתיותהחשיבהבניות הנדסיות ככלי לפיתוח  ).ב1996 ('ו, אוקסמןו 'מ, סטופל

 .מערכת נוסחאות ויישומה להתרת בעיות גיאומטריות בדרך אלגברית:  אלגברה של טרפז אקראי).2006 ('ד, פרייברט
 .350-339, די-  יג,תלפיות

  . 33-27 ,39, ה"על, ?לישרנך כיצד נבנה א, בידנו סרגל בלבד ).2008 ('ש, חרירו' מ, סטופל', ד, פרייברט
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  נספח

  של חלוקת קטע   הגדרות–' א

I –חלוקה פנימית   

  מחלקת אותו לשני קטעים באופן , )B- לAבין  (AB הנמצאת על הקטע ,Cאם נקודה 

-ש
n
m

CB
AC

=) 
n
m

  חלוקה פנימית ביחס שלAB מחלקת את הקטע C אז, )יחס נתון – 
n
m

 .  

  

II-חלוקה חיצונית   

מקיימת , ABהנמצאת על המשך , Dאם נקודה 
n
m

DB
AD

 מחלקת את הקטע חלוקה D אז ,=

חיצונית ביחס של 
n
m

 .  

  

III-חלוקה הרמונית   

 חלוקה פנימית ביחס AB מחלקת את Cאם נקודה 
n
m

 מחלקת את הקטע חלוקה D ונקודה ,

 חלוקה הרמונית ביחס AB מחלקות את D- וCְ הנקודות אז, חיצונית באותו יחס
n
m

  ). 18 איור (

  
  

  ארבעתיון קדקוד הגדרה של –' ב

 נקודות על 4- המורכבת מ,ארבעתי הוא צורהקדקודון 
 וכן מששת,  מהן אינן מונחות על ישר אחד3שכל , מישור
ארבע .  הנקודות המחברים כל זוג מארבע,הישרים

 וששת הישרים המחברים ,דקודיםהנקודות נקראות ק
  . אותן נקראים צלעות

R ,Q ,Pְו -Sואילו הישרים הם,דקודים הם הק : QR, RS, 
PR, PS, PQְו -QRצלעות . 19  באיורראה כפי שנ

 נקראות ,דקוד משותףשאין להן ק, הקדקודון הארבעתי

   PQ הן הצלעות הנגדיות – באיור(צלעות נגדיות 

החיתוך של הצלעות -נקודות). QR- וQS, PSְ- וRS, PRְ-וְ
 הנקודות – באיור(הנגדיות נקראות אלכסוניות 
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  ). T- וB , Aְ: האלכסוניות הן

  הוכחת החלוקה ההרמונית בקדקודון הארבעתי

חותך את , המחבר שתי נקודות אלכסוניות, כל ישר
העוברות דרך נקודה אלכסונית , צלעות הקדקודון

אשר יחד , בשתי נקודות, )או את המשך הצלעות(שלישית 
 יוצרות את – עם הנקודות האלכסוניות הראשונות

  .החלוקה ההרמונית

  לדוגמה 

 PQ- וRSְ חותך את המשכי הצלעות AB הישר 8יור בא

 באופן ,D- וCְבנקודה ) Eהעוברות דרך נקודה אלכסונית (

  . חלוקה הרמוניתABשהן מחלקות את הקטע 

רביעייה "לצורך ההוכחה נגדיר תחילה את המושג 
 ונוכיח תכונה ייחודית וחשובה של ,"הרמונית של ישרים

  .רביעייה זו

  

  הגדרה

  נמצאתOכשהנקודה ,  חלוקה הרמוניתABמחלקות את הקטע ה, נקודותהן  D- וCְהנקודות 

 Oשכל אחד מהם עובר דרך הנקודה ,  ארבעת הישרים,20באיור  ראהכפי שנ, ABמחוץ לישר 
  .יה הרמונית של ישריםירביעשנקראת , ישרים-יוצרים אלומת, D- וA ,B ,Cְואחת מהנקודות 

  

   .])13(מקור [ ריםיה הרמונית של ישיתכונה של רביע

, החותך את כל ארבעת הישרים של הרביעייה ההרמונית,  החיתוך של ישר כלשהו-נקודות
  .מהוות חלוקה הרמונית

 מחלקות את D- וCְהנקודות , כלומר( מהווים אלומה הרמונית OD- וOA ,OB ,OCְ: הישרים

  .21 באיור ראהכפי שנ, ) חלוקה הרמוניתABהקטע 

  : חותך את הישרים של הרביעייה ההרמונית בנקודותהישר 

1, A 1, B1,C ְ1-וD.  

  . חלוקה הרמונית11BAמחלקות את הקטע  1D-וְ 1Cשהנקודות , וחיהוכ

''את הישרים  נעביר 1B-וְ Bדרך הנקודות  BDCְו -'''' 1DBC , המקבילים לישרOA , כאשר

והישר השני חותך , בהתאמהD'-וְ C' בנקודות OD- וOCְהישר הראשון חותך את הישרים 

  . בהתאמהD''- וCְ''אותם בנקודות 
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  : מדמיון המשולשים

'~ CBCCOA :  נובע היחס∆∆
AO
BC

CA
CB '

=  

  :מדמיון המשולשים

'~ DBDDAO :  נובע היחס∆∆
AO
BD

DA
DB '

=  

  :ל נקבל את הקשר"מחלוקת הפרופורציות הנ

'
':

BD
BC

DA
DB

CA
CB

= )1(  

  

~'': כיוצא בזה מדמיון המשולשים 1111 CBCOAC : נובע היחס ∆∆
OA
CB

AC
BC

1

1

11

11 ''
=  
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OADDBD, ומדמיון המשולשים 1111 ~'' :  נובע היחס∆∆
OA
DB

AD
BD

1

1

11

11 ''
=  
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  .חלוקה הרמונית 11BA מחלקות את הקטע 1D- ו1Cְ שהנקודות ,זאת אומרת

  .ניתן להוכיח את תכונת החלוקה ההרמונית בקדקודון ארבעתי, על סמך הוכחה זו

 הן נקודות אלכסוניות E- וB, Aְ שהנקודות ,PQRS'לשם כך יש להתבונן בקדקודון הארבעתי 
  ).22איור (שלו 

 בחלוקה PQ מחלקות את הקטע D- וEְ באופן שהנקודות Dודה  נבחר נקPQעל המשך הצלע 
  .הרמונית

  

  . מהווה רביעייה הרמונית– BD-וְ, BP ,BE ,BQ; אלומת הישרים, לפי ההגדרה
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 את הישרים של הרביעייה RS חותך הישר, הרי מצד אחד, בהתאם לתכונה של רביעייה הרמונית

, S ,E; ל בנקודות"הנ

R ,ְו-'C בהתאמה 

 היא C'כאשר (
החיתוך של -נקודת

, )BD- וRSְהישרים 
באופן כזה שנקודות 

Eְו -'C מחלקות את 

RSחלוקה הרמונית .  

גם , מצד שני

 AP ,AE ,AQהישרים 

 מהווים AD-וְ
  .רביעייה הרמונית

 חותך RSלכן הישר 

, R; אותם בנקודות

E ,S ,ְו-''C כאשר (בהתאמה''Cהחיתוך של הישרים - היא נקודתRSְו -AD( , באופן כזה

  . חלוקה הרמוניתRS מחלקות את הקטע C''- וEְשנקודות 

נסמן  –לאחר המסקנה ( מתלכדות C''- וCְ'כי הנקודות ,  נובע–משתי המסקנות האחרונות 

  ).Cאותה באות 

, זאת אומרת. RSהשייכת לישר , C עוברים דדרך אותה נקודה AD- וBDְ שהישרים ,הסקנו

  .AB שייכות לישר D- וCְשהנקודות 

  , A ,C ,B:  בנקודותAB חותכת את הישר RD- וRP ,RE ,RQְ :לכן רביעיית הישרים ההרמונית

  ).8 באיור ראהכפי שנ( בהתאמה D-וְ

  .  חלוקה הרמוניתAB מחלקות את הקטע D- וCְפי תכונת רביעייה הרמונית הנקודות -על

  .ל.ש.מ

  ).12( מוזמנים לעיין במקור -קודי דהמתעניינים בתכונות של ארבעון ק

  

  ומדריך הגדרה של מוקד –' ג

 וחותך אותו 0A העובר דרך הנקודה ,חותך – למעגל נעביר.  מחוצה לו0A ונקודה ,נתון מעגל

 מחלקת את 0A אשר יחד עם הנקודה , על החותךX נקודה קיימת. 2A- ו1Aְבשתי נקודות 

21הקטע  AA 23  באיורראהנשמו כ ,חלוקה הרמונית .  
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 המקיימות חלוקה הרמונית ,כל הנקודות

 נמצאות ,0A היוצאים מנקודה ,לחותכים

, 0A הנקרא המדריך של הנקודה ,על ישר

  . א המוקד של ישר זהו ה0A כאשר
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