
  3גיליון  – בחינוך מתמטיעיון למחקר ועת ל-כתב|  6

  

  ותמתמטי חדשות מדור
  

  ?ותיעילבאיך עורמים אבטיחים בסככה 
  שנה של לבטים הסתיימו  400 מעל

  *2014בהישג מתמטי מדהים בקיץ 
  הדר-מובשוביץ נצה

  ? ממה מתפרנס מתמטיקאי: הקדמה
לחשוב על , לחשוב על בעיה חדשה :במרבית המקרים משלמים למתמטיקאי משכורת כדי לחשוב

השערה חדשה או לחשוב על שיטה להוכיח חשוב על ל, טרם נמצא לה פתרוןשדרך לפתור בעיה 

חיפוש שגיאות בפתרונות או  אימותהוא פחות עוד עיסוק ידוע . השערה שטרם נמצאה לה הוכחה

מקצועית מגייסת את טובי המוחות כדי מתמטית ההעיתונות ה .אחריםבהוכחות של מתמטיקאים ו

 ,שם המשחק במתמטיקה וזה .לוודא שאין בהן טעות על מנתלאמת תוצאות המוגשות לפרסום 

שהרי מתמטיקה היא פרי היצירה של המוח , שגיאההוכחה היא קבילה כל עוד לא נמצאה בה 

  .עלולים לטעות, ככל אדם, ומתמטיקאים, האנושי

את . "השערת קפלר"התבשרנו על הוכחתה של ההשערה שנודעה בשם  2014בחודש אוגוסט 

רק לאחרונה  .שנה 400-לפני למעלה מ כלומר, 1611יוהאנס קפלר בשנת  העלה אתזההשערה ה

הקהילייה מ" לא צל של ספקלנכונה "מחשב וקיבלה הכרה כבאמצעות  אימותל זכתההיא 

  . המתמטית

שבו , עשויה לסלול את הדרך לעידן חדש במתמטיקה ,"מחשב-מאומתת"של  ,גושפנקה כזאת

יכולים מתמטיקאים בשר ודם הו ,של בקרה וחיפוש שגיאות" העבודה השחורה"מכונות עושות את 

בחשיבה על השערות  ,פתרונות לבעיות שטרם נפתרוב ,לעסוק ביצירת בעיות חדשות להתפנות

   .שטרם הוכחופתוחות הוכחת השערות בחדשות ו

  ?מה היה הרקע להעלאתה? מהי השערת קפלר
הוא למצוא את הדרך הטובה ביותר לערום אוסף של , פני הירקנים בכל העולםלאתגר ידוע הניצב 

נס קפלר איוה ציגה 1611בשנת  .כמו תפוזים או אבטיחים המוצעים למכירה, עצמים כדוריים

)1571-1630Johannes Kepler,   ( כדורים שווים הערוכים שכבה מעל שכבה כיאת הטענה 

בשכבה מונחים ה כדורים שלושהבין כל רווח הנוצר כדור ב בכל שכבה מונחשבה , מהבערֵ 

אך קפלר  .לאריזתם מבחינת ניצול המרחב ביותר חסכוניתההדרך א יה, ו ומשיקים זה לזהשמתחתי

 .זה במדור המופיעים האיוריםתודה לתמי יהושע על עיצוב * 
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דורות של מתמטיקאים לאתגר  הפקיסיא נותרה פתוחה מאות שנים ולא הוכיח את השערתו וה

אריזה  .2014אוגוסט  מאז ועד התעמתו עמוש

כי היא רווחת " אריזת הירקנים"זאת זכתה לכינוי 

  .בשווקי הפירות

בת  כזאתפירמידלית  ערֵמהיש ב' אבטיחים'כמה 

  :נתחיל מלמעלה ?חמש שכבות

  S1=1  : עליונהבשכבה ה

   S2 =1+2=3  :בשכבה השנייה

  S3 = 1+2+3=6  :בשכבה השלישית

  S4 =1+2+3+4=10  : רביעיתשכבה הב

  S5 =1+2+3+4+5=15  :תחתונהבשכבה ה

  35 :כ"בסה

על כך שכבר אז היה ידוע כי  צביעותמ, בשפת סנסקריט, עדויות מהמאות הראשונות לספירה

יש גם עדויות לכך שכבר אז הייתה ידועה . Si=1+2+3+…+i :מספר האבטיחים בכל שכבה הוא

 Si=1+2+3+…+i שכבות שבכל אחת מהן יש n -מספר האבטיחים הכולל בהנוסחה לחישוב 

  :אבטיחים

3( 1)( 2) ( 1) ( 1)
1 6 6

n n n n nn Sii
    

    

 :הוא שכבות חמשבת  ערֵמהלמשל מספר האבטיחים ב
3(5 1) (5 1)

35
6

  
  

אנשי שהיה אחד מ ,אריסטוקרט בריטי, )Sir Walter Raleigh, 1554-1618( סר וולטר ריילי

ס תוממ 1590ביקש בשנת , מלכת אנגליה, אליזבתהחצר של 

מתמטיקאי ואתנוגרף , )Thomas Harriot, 1560-1621( האריוט

למצוא נוסחה לחישוב , היה ידידו ועוזרו המתמטיש, בוגר אוקספורד

מספר הפגזים הכדוריים שנערמו על סיפוני האניות שלו בעת 

 ,וטהארי". העולם החדש"לקראת מסע אל , העמסתן בתחמושת

עסק בתכנון ספינותיו ובהנחיית , ניהל את חשבונותיו של רייליש

החובל בכל הנוגע לניווט באמצעות המכשור המתמטי של אותם -רבי

 ערֵמההכין טבלה מפורטת בהתאם לצורה של תחתית ההוא . ימים

עולה כי האריוט  הביוגרפיה של האריוטתוך מ .לגובההבהתאם ו

 תמטיים ולא על ספירה ניסיוניתהסתמך על חישובים של טורים מ

)Shirley, 1983(. 

האם יש דרך טובה יותר : כדרכם של מתמטיקאים, האריוט את עצמושאל , לפתרון לאחר שהגיע

 1560-1621האריוט  ומסת
 (Wikipedia, 2015)  
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  ?שהכדורים בה צפופים יותר ותופסים פחות מקום על הסיפון אתכז ?לערום את הכדורים

האסטרונום הגדול -הפיסיקאי-במכתב אל המתמטיקאי 1606בשנת האריוט פנה  אתזהבעיה העם 

מהי  –עסקו בשאלה , ודורות של מתמטיקאים בעקבותיוקפלר  .נס קפלראיוה –של אותה תקופה 

? איך מודדים צפיפות –נשאלת השאלה ? במרחב ת של מארז כדורים שוויםמקסימליהצפיפות ה

  ? תמקסימליואיך קובעים שהיא 

 ?ת של אריזת כדורים שוויםמקסימליפות צפיאיך קובעים 
לארוז בו  ותנסלארגז ו תלקח היא הדרך הטבעית

איזה חלק  לבדוקואז  ,שווים כמה שיותר כדורים

בהינתן ארגז  .של נפח הארגז תופסים הכדורים

. שיטת האריזה היא שקובעת את הצפיפות, מסוים

 .ר צפיפותיהגדהיא ל הדרך המתמטית לעומת זאת

, כדי להשתחרר מהדיון בצורת הארגז

מתמטיקאים מטפלים במרחב כולו כאילו הוא 

הצפיפות מוגדרת  .קובייה בעלת מידות אינסופיות

של ) או אחוז(איזה חלק  :שאלהה לעכתשובה 

הכדורים בשיטה מסוימת  ידי-להמרחב נתפס ע

 להבין אתכדי  ?"קובייה אינסופית"ב םשל אריזת

שתי נתבונן ב –הנה כך . מארזים סופייםבבכל זאת נתבונן  ,מרחב האינסופיהמושג צפיפות ב

  .יותר הן צפופהמ ואיז וגם נבדוק היטב, ונבחן את ההבדלים ביניהן 1באיור  אריזות

  :נתחיל מהשכבה התחתונה

 

    

(Jimmy2bellies, 2009) 
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 'יח 10ומידות הארגז הקובייתי הן , נניח שרדיוס כל כדור הוא יחידה אחת  'יח 10   .'יח 10 

יותר באריזה הריבועית הרווחים הנוצרים בין הכדורים גדולים כי  ,בקלות להבחין נוכל 1באיור 

שכבה אחת של ארגז קובייתי ב ואילו ,משושההאריזה וצרים בין הכדורים במאשר הרווחים הנ

הבסיס תופסים  איזה חלק משטח. משושההאריזה ב 23כדורים באריזה הריבועית ורק  25 נכנסים

המעגלים שהם חתכי הרוחב של  שטחי הבסיס תופסים איזה חלק משטח, או ליתר דיוק ?הכדורים

 ?הכדורים

 ריבועיתבאריזה  –
223 1 23

73%
10 10 100

  
 


  

 אריזה משושהב –
225 1 25

78%
10 10 100

  
 


 

האם הרווחים . ריבועיתאריזה מפחות חסכונית  כאילו היא שכבה אחת נראית של אריזה משושה

ומספר הכדורים  הקטנים יותר בין הכדורים שלה יתנו לה עדיפות כשנעבור למישור האינסופי

  ?יהיה אינסופי בשכבה אחת בכל מארז

בה אשר  ,בשכבה אחתשמערך משושה של כדורים שווים ) אך לא הוכיח(קפלר טען  1611בשנת 

  .הוא המערך הצפוף ביותר, כל כדור נוגע בשישה אחרים סביבו

למשל , בכיסוי של המישור בעיגולים או, של הכדורים" קו המשווה"בבעצם מדובר בחתך 

   .במטבעות שוות

  .2באיור  אפשר להבין את מקור השם מהתבוננות. "שמערך חלת הדב"זה נקרא גם כמערך , אגב
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 גדול חלק עיגולים שוויםבונה הוכחה מתמטית לכך שאי אפשר לכסות ניתנה לראש 1890בשנת 

 נתן לכך 1940אבל רק בשנת . ידיהם במערך משושהשמכוסה על  מזההמישור של  יותר

חה שעומדת הוכ ,)László Fejes Tóth, 1915-2005(' טות-ה'פייג לאסלו ,המתמטיקאי ההונגרי

- במישור הדו הוכחות יפות של השערת קפלר. הקהילייה המתמטיתבכל הדרישות הקפדניות של 

  ).Casselman, n.d.; Thue, 2001(אצל קסלמן וטו אפשר לראות  ממדי

העיגולים הערוכים שמהו החלק היחסי של המישור  כלומר ?הי צפיפותו של המערך המיוחד הזהמ

   ?אותומכסים  במערך משושה

בכך שכל עיגול בו מוקף  העיגולים במישור מצטיין מערך המשושה שלה: חישב זאתהאריוט 

שישה המרכז של כל אחד מ. המשיקים לו עיגולים שישהב

, נמצא בקדקוד של משושה משוכלל והעיגול השביעיהעיגולים 

מרכזי  ,במילים אחרות. מרכזו במרכז המשושה ,המוקף

בקדקודיהם של שישה משולשים שווי  נמצאים העיגולים

ר כולו אפשר לחשוב כעל אוסף של על המישו .צלעות

. צלעות וצמודים זה לזה-שווי, משולשים שכולם חופפים

כדי לדעת איזה חלק של המישור כולו תופסים  לפיכך

כל  שטח שלשהם תופסים ב החלק מספיק לחשב את, העיגולים

בכל משולש יש שישית  .)3 איור ראה( אחד מהמשולשים

2מהעיגולים הואכל אחד  שטחו של. משלושה עיגולים
r .  

 :שהעיגולים תופסים בכל משולש הוא לפיכך השטח
2 21

3 1.571
6

r r .  

צלעות -כל משולש כזה הוא שווה .משטחו של המשולש שטח זה הווהמ רק לחשב איזה חלק שארנ

  . עלינו למצוא תחילה את גובהו ,כדי לחשב את שטחו .2rואורכה של כל צלע שלו הוא 

2 :לפי משפט פיתגורס 2 2(2 ) 3 3h r r r r   , 

  :שטח המשולש הואלפיכך 

 2 22 3
3 1.732

2

r r
r r


  

של עיגולים שווים  אריזה משושההצפיפות של  ,ובכן

היא  במישור
1.571

0.907
1.732

 ,90%מעל  כלומר.   

 האריזה הריבועית שלהצפיפות של מהי  לעומת זאת

   ?עיגולים שווים במישור

על המישור כולו אפשר לחשוב כעל אוסף של ריבועים 
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הצפיפות במישור כולו  .)4 איור ראה( אחדכולא עיגול  שכל אחד מהם, חופפים צמודים זה לזה

שכל אחת מצלעותיו ( בין שטחו של כל ריבוע כזהל )r2( כן היחס בין שטחו של כל עיגול-היא על

 :2r)אורכה 
2

2 0.785
(2 ) 4

r

r

 
 . 

 ,מערך המשושה, כאמור .משטח המישור 80%-פחות מ כלומר עיגולים במערך ריבועי מכסים

תוצאה זו מעידה  .90%צפיפותו מעל  ,מבין כל המערכים האפשריים במישור" מנצח"הוכח כש

למישור  )1 איור ראה(סופי מוגבל של המישור  חלקהמעבר מ ,עיגולים שבחישוב הצפיפות של

  . האינסופי יכול לשנות את תוצאת החישוב

מעל לשכבה שים ננחזור למרחב ו

. זו על זו את השכבות הבאותהראשונה 

באריזה הריבועית אפשר למשל לשים את 

השנייה של הכדורים ממש מעל השכבה 

הראשונה וכך הלאה שכבה מעל  שכבהה

, בדרך זו האינסופי המתקבלבמארז  .שכבה

ארבעה , כל כדור נוגע בשישה שכנים

 זאת. אחד מעליו ואחד מתחתיו, בשכבתו

 100%-את המרחב אפשר למלא ב, ועוד

שכל אחת מהן ) פאות שש(בקוביות שוות 

כך שאת , )5 איור ראה(כולאת כדור אחד 

לחשב  אפשר, הצפיפות של האריזה הזאת

של כדור היחס בין נפחו  חישובידי -על

 :נפח הכדור הוא. בה נפחה של קובייה שהוא כלואאחד ל
3 34

4.2
3

r r   .קובייה הכולאת ה נפח

3 :אותו הוא
2 2 2 8r r r r   ,לפיכך הצפיפות של האריזה הזאת היא:

4.2
0.52

8
 ,מחצית את  כלומר

  .באריזה מסוג זה הכדורים תופסיםהמרחב 

   ?אפשר לשפרהאם 

אחת על השנייה נעשה  הריבועיתבמקום לשים שכבות של האריזה 

בכמה כדורים  ".מנצחת"שכבר במישור היא , אריזה משושהזאת עם 

שישה באותה שכבה ועוד אחד , בשמונה שכנים –? נוגע כעת כל כדור

אפשר לכלוא כל כדור במנסרה , זאת ועוד. ואחד מתחתיו מעליו

   ממלא את המרחבפאות ה שמונהשהיא גוף בעל  משושה משוכללת

חשב את הצפיפות של ל אפשרלפיכך ). 6 איור ראה( 100%-ב
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 חישוב היחס בין נפחו של כדור אחד לנפחה של מנסרה משושה שהוא כלואידי -עלהאריזה הזאת 

   .בה

:נפח הכדור הוא
3 34

4.2
3

r r .  

   :נפח המנסרה

2 3 3
2 3 2 4 3 6.9r r r r    

 :הצפיפות של האריזה הזאת היא כןל
4.2

0.61
6.9

 60%-כ .  

   .מהקודמתיותר זאת צפופה אריזה כמצופה 

   ?למלא שכבה מעל שכבה יש עוד דרכיםהאם 

 אלא ,מעל לכדורים בשכבה התחתונה הצבת הכדוריםלא רק ב אפשר ליצור שכבה שנייה .כמובן

  . )7 איור ראה( כדוריםהבין ברווחים הנוצרים הצבת הכדורים בגם 

  

בהם  אשר, כדוריםמספר ה ,משושההאריזה בוהריבועית באריזה , ההפתעה בשני המקרים למרבה

, את השכבות זו על גבי זו דרך זושממלאים ב אחרי בתוך חלל האריזהשנמצא ממש נוגע כל כדור 

בה בארבעה מהשכ ,בארבעה אחרים בשכבה שלובאריזה הריבועית כל כדור נוגע ש כיוון. 12הוא 

כדור נוגע בשישה כדורים בשכבה  כל משושההאריזה וב, התחתונה ובארבעה בשכבה שמעליו

  ).8 איור ראה(בשכבה שמעליו  אחריםבשלושה בשכבה שמתחתיו ובשלושה , שלו
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הוא " ארגז"המה קורה אם ו ?באיזו משתי האריזות האלו מנוצל חלק יותר גדול של נפח הארגז

   ?כלומר במרחב כולו ,אינסופי

 .שלשתיהן יש אותה צפיפות בדיוקלגלות  קפלר עשה את החשבון והופתע

לנקוט בשיטה  ישכדי לאמת זאת  !מהמרחב) 3/4-כ( 74%-כ תופסיםהכדורים  תי האריזותבש

לבדוק מהו נפח , כל המרחבבלחלק את המרחב כולו לתאים שווים : דומה לזו שכבר נקטנו בה

לוודא ו, א ובכך לחשב את הצפיפותנפח התבין ל נוהיחס בילחשב את , הכדורים בכל תא

. שכבר הצעד הראשון אינו פשוט ראבל מתבר .שוות אכן אריזותי התהמתקבלות בששהתוצאות 

מוקף  בכל אחת משתי האריזות האלו כל כדור ,כאמור: הקושי נעוץ בסידור המרחבי של הכדורים

 כדורים באריזה הריבועית יתין כל רביעבי" שקע"ה ,כך לענוסף . המשיקים לו כדורים 12-ב

האם אפשר לחלק את המרחב  .משושההאריזה כדורים במהשקע בין כל שלושה יותר " עמוק"

  ? לתאים שווים המתאימים לכל אחת מהאריזות האלוכולו 

  !שאפשר רתברמ

 12הוא גוף בעל יני התריסרון המעו

כולן בצורת ר שא, פאות חופפות

הוא יסייע לנו בחישוב . מעוין

יש  כי(!) הצפיפות של שתי האריזות 

מסדר  – לו שני סוגים של קדקודים

 כלב: )9 איור ראה( 4ומסדר  3

פאות  שלושנפגשות  3קדקוד מסדר 

כל בו, )כאלה קדקודים שמונהיש (

פאות  ארבענפגשות  4קדקוד מסדר 

   .)כאלה ה קדקודיםשישיש (
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לוקחים קובייה  :מעויניתריסרון קל לבנות 

ובונים על כל אחת משש הפאות , aשצלעה 

 .a/2 שגובהה ישרהריבועית פירמידה שלה 

הוא גוף  מעויניהתריסרון הכדי להוכיח ש

נמלא את , רווחים ילבאת המרחב  ממלאש

a המרחב בקוביות שמידתן a a ,  נצבע

כך שכל קובייה  ,לבן-אותן לסירוגין בשחור

 .בשש קוביות לבנות ולהפך שחורה מוקפת

ונבנה על  נוציא את הקוביות השחורות

 פירמידותהפאות של הקוביות הלבנות 

החללים שנוצרו  .a/2בגובה  ישרות

כי במקום כל קובייה שחורה , יתמלאו לגמרי

" ארוּז" המרחבו ,פירמידות ששיש עכשיו 

  .)10 איור ראה( םמעויניבתריסרונים 

 בלי, את המרחב ממלא לגמרי מעויניהתריסרון ה

באריזה המרחבית של התריסרונים . רווחים

ם כל אחד מהם חולק פאה משותפת עם מעויניה

אפשר לראות . ם שכניםמעויניתריסרונים  12

מלפנים  שלושועוד ו מסביב שש פאות :כך זאת

ו מסביב ארבעאו  ,)11 איור ראה( מאחור שלושו

 איור ראה( מאחור ארבעמלפנים ו ארבעועוד 

12 .(  
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נמלא את כל המרחב בתריסרונים  על כן אם

נכניס לכל אחד מהתריסרונים ו ם שוויםמעויני

 ריזה משושהאנקבל , הפאות 12-כדור שנושק ל

במרחב או את האריזה  של כדורים שווים

שתיהן הן אותה  ,תו של דברלאמִ  .הריבועית

  . )13 איור ראה( אחרותמזוויות ראייה (!) אריזה 

  ).14 איור ראה( זוהי אריזת הירקנים

אם תשתרע מהדוכן לכל ( ומהי הצפיפות שלה

  ?)המרחב

 :הוא r הכולא כדור שרדיוסו מעויניהחישוב מראה שנפחו של התריסרון ה

3 3
4 2 5.66r r ונפח הכדור הוא: 

3 34
4.2

3
r r .  לפיכך הצפיפות של כל

 :היא אחת מהאריזות האלו
4.2

0.74
5.66

, המרחב מ) 3/4( 75%-כ כלומר

   .)15 איור ראה( האינסופי

, מתמטיקאי יוהנס קפלרה אסטרונוםה 1611בשנת 

על פתותי "רסם ספרון קליל בשם פִ , ארבעיםהבן 

קדיש כשי לשנה החדשה לאחד שה, "שלג משושים

את המבנה  שארתח בין היהוא נבספרון זה  .מידידיו

של כוורת הדבורים וגם את המבנה של גרעיני 

 ,שעם הבשלת הפרי וטען, )16 איור ראה( הרימון

צורה  כל אחד הגרעינים העגולים נדחסים ומקבלים

רואים את האריזה  16באיור  .ינימעושל תריסרון 

  .של גרעיני הרימון בתוכו
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   :שני דברים, כאילו זה מובן מאליו, לנמק בליוסיף וטען הקפלר 

  .הן שקולות של כדורים כאלה משושההאריזה השל כדורים שווים והאריזה הריבועית   .1

האריזה  זאת. יותרבעלת צפיפות גדולה , אריזה של כדורים שוויםאין ממדי -במרחב התלת  .2

  . הכי יעילה

 הוא חישב את הצפיפות של כל אחת מהאריזות האלו. ידי קפלר עצמו-נבדקה על הטענה הראשונה

   !המאות שנ ארבע נדרשו הטענה השנייה כדי להוכיח את. בערך 74%וקיבל 

  יוהאנס קפלר
אב נוח , וםבעיר קטנה בגרמניה למשפחה קשת יקפלר נולד 

, אביו מהביתברח  ,שלושבהיותו בן  .לרגוז ואם מחרחרת ריב

, בלימודיםיוהאנס הספר הצטיין -בבית. התגייס לצבא ונעלם

היה  ךא, )שפת המדע באותה עת(לטינית גם למד בהמשך ו

מתווכח עם המורים ורוכש לו בקלות , מתקוטט עם חבריו

לקראת  .דת-החליט להכשיר את עצמו כאיש 18בגיל  .אויבים

נשלח  ,אולם למורת רוחו, ש עבודה ככומרסיום ההכשרה חיפ

-ביתבואסטרונומיה לעבוד כמורה למתמטיקה בהמלצת מוריו 

בניגוד למצופה  .בעיר גראץ תהפרוטסטנטייה ישל הכנסהספר 

משפחתה דרשה  ךא, בנערה וביקש את ידהשם התאהב , ממנו

בסופו אך  ,זה לא היה קל. שהוא בא ממשפחה טובה שיוכיח

להתעניין אז קפלר החל  .1597הם נישאו בשנת  ,של דבר

   .באסטרולוגיה ובאסטרונומיה, בלוח השנה

–כעוזרו של טיכו בראהה , קיבל מינוי בפראג, גראץעיר עזב את הואחרי שהסתכסך  1599בשנת 

ירש , עם מותו של טיכו בראהה .הקיסר רודולףאסטרונום נודע ששירת כמתמטיקאי החצר של 

, פראגאשתו ואחד מילדיו נפטרו והוא עזב מדוכא את  1612בשנת  .קפלר את המשרה המכובדת

עם  ניחתה עליו צרה חדשה 1615בשנת  .שנה נישא שניתכעבור עבר לעיר לינץ באוסטריה ו

התככני של  אופייהעל ע ידשאף . עונש מוותאחריה גוררת האשמה , האשמתה של אמו כמכשפה

 .1621-עד שהצליח לשחרר אותה ב, שנים ששנחלץ הבן להגנתה ונלחם על זיכויה במשך , אמו

נעים כוכבי הלכת למדנו כי  בזכות יכולותיו המתמטיות. קפלר נחשב לנסיך האסטרונומיה

, ידותכי הם נעים במהירויות לא אח; הנמצאת באחד המוקדים, במסלולים אליפטיים סביב השמש

. בדיוניה הוא היה גם סופר בתחום המדע .וכי מחזורי ההקפה פרופורציוניים למרחקיהם מהשמש

הסיפור הוא על מסע  ).החלום –בלטינית (סוֹמְניִוּם  יה בשםזבעשור האחרון לחייו כתב קפלר פנט

- יש בו תיאור מפורט למדי על מראה כדור. אל הירח בעת ליקוי חמה באמצעות כוחות אפלים

הסיפור נחשב לחיבור המדעי הרציני הראשון  .אוטוביוגרפי מקצתודמיוני ו מקצתו .הארץ מהירח

  )1630-1571(קפלר  סוהאני

(Stern~commonswiki, 2005) 
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   .חלה קפלר ונפטר כשהוא עטור תהילה, 59בגיל  1630בשנת  .על אסטרונומיה ירחית

 אריזת הכדורים
אריזת "קפלר את ההשערה שהאריזה הכי צפופה של כדורים שווים במרחב היא העלה , כאמור

: כדי לבחון את ההשערה לעומקה נבדקה שאלה אחרת .מהמרחב 3/4התופסת בערך " םהירקני

   ?אחדמהו המספר המקסימלי של כדורים שווים שמשיקים לכדור 

  .)17 איור ראה( 2התשובה היא  ,כלומר לאורך קו ישר ,מד אחדקל להבין שבמ

  

  

 איור ראה( מקום לכדור שביעיואין  כי אין רווחים ,6התשובה היא  ,כלומר במישור, בשני ממדים

18.(  

  

  .בשלושה ממדים זה פחות ברור

 כדורים שווים כך 12בהן אפשר לארגן  אשר, )שהן אחת(קפלר על שתי דרכים הצביע , כזכור

  ?לכך אחרתך אבל האם אין דר, ביניהם רווחים בלי, השווה להם גם הוא שישיקו לכדור אחד

 כדורכדורים סביב  12לסדר  ,כדורים שווים 13בין , אפשר למשל! מאחתויותר ! ישש מתברר

 12-בהכדורים נמצאים שאר וומרכזי  משוכלל) איקוסהדרון(של עשרימון  שמרכזו במרכז אחד

האם : ומתעוררת השאלה) 19 איור ראה( יש רווחים ביניהם זהכבסידור  1.העשרימון קדקודי

  . השאלה עוררה מחלוקת ?ביניהם בסידור כזה אין מקום לעוד כדור אחד

  

                                                           
 12צלעות ויש לו - פאות שכולן משולשים חופפים שווי 20-הוא עשוי מ. הגופים המשוכלליםעשרימון הוא אחד מחמשת   .1

  .קדקודים

 19. איור מס
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ניטש ויכוח , 1694בשנת 

 זק ניוטוןיאי נוקב בין

)Isaac Newton, 1642-

 ,'קיימברידגאיש  ,)1727

 David(יויד גרגורי לבין ד

Gregory, 1659-1708(, 

על , אוקספורדאיש 

שם בשאלה שזכתה ה

  ": ת הנשיקהיבעי"

שני  ?שווה להםה, מהו המספר המקסימלי של כדורים שווים שמשיקים במרחב לכדור אחד

 כאן נחלקו. האסטרונומים דנו במיקום של גרמי השמיים סביב השמש וכך הגיעו לשאלה הזאת

נטה לקבל  בדרך כללידוע ופחות אלא גם מדען , היה לא רק הצעיר בין השניים גרגורי –הדעות 

כדורים  13 לארגן צריך להיות אפשריש גרגורי טען, בכל זאת. סמכא-את דברו של ניוטון כבר

הנימוק של גרגורי  .הוא המספר הכי גדול 12-ואילו ניוטון טען ש, אחד כך שישיקו לכדור ,שווים

ותו בעל א הנושקים לכדור מרכזי אחד) r=1(הכדורים השווים  נשים את כל: היה משכנע למדי

שמאיר הגדול נדמיין פנס במרכז הכדור  ).R=3(פי שלושה גדול על שרדיוסו -בתוך כדור, רדיוס

 .)20 איור ראה(הגדול נוצרת צללית של כל כדור על הדופן הפנימית של הכדור . על הכדורים

משטח  1/15-מ תופסת קצת יותרמראה שהצללית החישוב 

כדורים  14-יש מקום אפילו ל, טען גרגורי לפיכך. הדופן

צריך רק למצוא דרך . הכדור המרכזי סביב 13-ובוודאי ל

ניוטון דבק באריזות של קפלר שאין  .לסדר אותם סביבו נכונה

וטען שאי אפשר  בין כדורים המשיקים לכדור אחד בהן רווחים

כדורים שווים שישיקו לכדור מרכזי  13למצוא סידור של 

, שנה לאחר מכן 259, 1953רק בשנת  .ה להםהשוו אחד

  !התברר והוכח שניוטון צדק

השווה משיקים לכדור מרכזי  כדורים שווים 13אפשר לסדר 

 1.04557r-ל, במעט rרק אם מגדילים את רדיוסו  ,להם

)Schutte & van der Waerden(.   

  פריצת דרך ראשונה
כמקובל בהן מוצבים מרכזי הכדורים מתאפשר ש ,ממדי- המיפוי של הנקודות במרחב התלת

לכל נקודה  .ראשית הצירים –הנחתכים בנקודה אחת  x, y, z :מערכת צירים מאונכים זה לזהב

z םי מרחקיה משלושת המישורייד-לע במרחב יש מקום משלה המתאפיין x ;y z  ;x y. 

גם למרכז של כל כדור בכל  .של הנקודה" שם המזההה"הזאת היא !) הסדורה(ית המספרים ישליש

קארל , עשרה-תשעהמתמטיקאי האגדי של המאה ה ."ספרתי-תלת שם מזהה"אריזה במרחב יש 
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לארוז כדורים  רבותבחן את האפשרויות ה, )Carl Friedrich Gauss, 1777-1855( פרידריך גאוס

נקודות אלו הן  .נקודות השריג –מיוחדת במרחב " זהוּת"שמרכזיהם נמצאים בנקודות בעלות 

אשר  ,הקדקודים של תיבותהן  השריגנקודות  כלומר, עלות שלושה שיעורים שלמיםהנקודות ב

z מקבילות למישורים פאותיהן x ;y z  ;x y ניכרותשלהן  גובההרוחב וה, אורךה ומידות 

לפחות  ברור שכל מידות התיבה חייבות להיות. על הצירים שנקבעו יחידותשל  במספרים שלמים

   ).21 איור ראה( הכלוא בתוכה כפליים מהרדיוס של הכדור

  

גאוס ידע ששלושת הצירים לא מוכרחים להיות 

ואז נקודות השריג יוצרות , לזה ניצבים זה

 מסתדריםבתוכן והכדורים  נטויות" תיבות"

עם הידע הזה ניגש גאוס לבחון  .אחרת בהתאם

 באשראת השערתו של קפלר  תמתמטי בחינה

בעלת המרחבית של כדורים שווים אריזה ל

שם לב לכך  הוא. תמקסימליהצפיפות ה

נקודות השריג , אחרותשבמערכות צירים 

. אחריםבעלי צורות ונפחים " תאים"יוצרות 

שכל נקודת שריג  אבל המשותף לכולן הוא

והיא המרכז של כדור , תאים שמונהמשותפת ל

  . )22 איור ראה( אחד

 ,במילים אחרות. כדוריםשל שמיניות  שמונהתאים ובכל תא יש  שמונהלכן כל כדור מתחלק בין 

   .)23 איור ראה( של כדור שלם נפחב הם בתא אחדחלקי הכדורים המוכלים 
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שבו הזוויות בין כל שני צירים " (הרגיל"בשריג 

התיבה הקטנה ביותר שאפשר ) º90הן בנות 

 שמונהקדקודיה כמרכזי  שמונה לחשוב על

היא קובייה שמידותיה , rברדיוס כדורים שווים 

2 2 2r r r  8 ונפחהr3. נפח הכדור הוא ,כזכור 

3 34
4.2

3
r r  ,מנפח הקובייה 50%-כ.   

עיוות מערכת ידי -עלגאוס הצליח להוכיח ש

הצירים אפשר להקטין את הנפח של התא 

נפחו כך ש 29.3%-המינימלי לכל היותר ב
3

~ 5.66r. להשיג  אפשרסימלית שקמהצפיפות ה

 פואהיא א
4.2

0.74
5.66

  קפלרשיער כפי שבדיוק .

גאוס הוכיח בכך . אך עדיין לא הוכחה מלאה להשערת קפלר ,יתה פריצת דרך משמעותיתיזאת ה

 ,מבין כל האריזות האלה. אריזה בנקודות של שריג ,"מסודרת"את השערת קפלר לאריזה מרחבית 

אבל אולי יש אריזה  .האריזה הריבועית היא זו שנמצאה כבעלת הצפיפות הגדולה ביותר

  ? שצפיפותה עולה על זאתיותר " מבולגנת"

עשתה רק צעד ראשון לקראת  1611והשערת קפלר משנת  עשרה-תשעאנחנו בראשית המאה ה

 קשורההשאלה הקשה של האריזה המרחבית הצפופה ביותר של כדורים שווים שאיננה  .הוכחתה

  .רבות והיא תחכה להוכחה או להפרכה עוד שנים .עדיין פתוחה, קודות של שריגלנ

 גאוס קארל פרידריך
שפרנסתו הייתה  היה בן לאב שתלטן ומחוספס, יליד גרמניה, סגאו

גילה יכולות יוצאות דופן  ואה .דלה ולאם שלא ידעה קרוא וכתוב

תיקן טעויות בניהול , כך אומרים, שלוש היותו בןב. מגיל צעיר

בכיתה ג הפתיע את המורה לחשבון שהטיל על  ;החשבונות של אביו

עד  1-לחבר את כל המספרים מ –הכיתה משימה קשה ומייגעת 

 שבעגאוס בן ה. המורה קיווה שזה ייתן לו שקט לזמן מה – 100

זוגות שסכומם  50יש : וגם הסביר ,5,050קפץ מיד עם התשובה 

פרופסור  לימים( זכותו של המורה ושל עוזרולייאמר  .101

אלא טיפחו את הכישרון הצעיר , שהם לא נזפו בילד) למתמטיקה

בניגוד , משיך ללמודהתקבל לגימנזיום וה גאוס 11בגיל  .שהתגלה

 14בגיל . לרצון אביו שהעדיף שבנו יצא לעבוד וירוויח למחייתו

 מכובדת המתחדשת מדי שנה התיכון וזכה במלגת קיום הוא סיים את

קארל פרידריך גאוס 
)1855-1777(  

(Biermann, 1887) 
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מתמטיקאים עבודותיהם של וראה את אקדמיים  התחיל בלימודים 15בגיל  .30 עד גיל בשנה

סיים את הלימודים ש לפני. 'אוילר ולגרנז, ניוטון: עשרה-שמונהוה עשרה-שבעה ותמאהמ דגולים

אלא גם , והמשיך להצטיין לא רק במתמטיקה במעלהשהייתה מרכז מדעי ראשון , עבר לגטינגן

הוא הוכיח את המשפט היסודי של , 22בגיל , כחלק מעבודת הדוקטורט .באסטרונומיה ובשפות

בל את ניהול מצפה יק 30בהיותו בן  ).nלפולינום ממעלה מרוכבים שורשים  nקיום (האלגברה 

כאן התוודע לעבודתו של קפלר והודות לאחת ההברקות  .תמסר לאסטרונומיהההכוכבים בגטינגן ו

   .את השערתו המידת מבשש יהוא א, הרבות שהיו לו

  סיוע מכיוון בלתי צפוי: עשרה- תשעסוף המאה ה
 הקריסטלוגרף וויליאם בארלו

)William Barlow, 1845-1934 (

התעניין בסידור של אטומים 

ובמבנה החומר ולא בכדורי 

הוא הוכיח  1883בשנת  .התותח

 האריוט את מה שקפלר ואפילו

שהאריזה הריבועית  –אמרו מזמן 

הן אותה אריזה  משושההאריזה הו

 ראה( שונותמשתי נקודות תצפית 

שנים  עשרים וארבע ).24 איור

, בארלוהפתיע שוב לאחר מכן 

הוכיח שהאריזה הזאת אינה  אשר

 74%היחידה בעלת הצפיפות של 

שהיא הצפיפות  –בערך 

 .ת לפי השערת קפלרמקסימליה

יש אינסוף הוא הראה ש ,ויתרה מז

שצפיפותן שווה  מגוונותאריזות 

  ?הא כיצד. לצפיפות הזאת

בארלו בעיתון יוקרתי של החברה המלכותית פרסם שבמאמר 

הם מסבירים , קסון פופ'ג בשם סטר'לכימיה עם כימאי ממנצ

 :זאת כך

הרווחים בין כל . אריזה משושהשל אחת  נתבונן בשכבה

 ).25 איור ראה( הם משני סוגים –כדורים סמוכים בה  שלושה

מסוג א או מסוג  ברווחים ,Yאו  X, בשתי צורות הכדורים בשכבה שמעליה אפשר להניח לכן את

   ).26 איור ראה( בהתאמה ב
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סוג  .כמו בקודמת גם בשכבה הזאת יש כמובן שני סוגי רווחים. X-למשל ב, באחת מהשתיים נבחר

ל לרווחים נמצא בדיוק מע וסוג בנמצא בדיוק מעל למרכזי הכדורים של השכבה התחתונה א 

 Zאו  Y :השכבה השלישית יכולה אפוא להסתדר באחת משתי דרכים. Yשעליהם מונחת אפשרות 

  .)27 איור ראה(

  

גם בכל אחת מהשכבות הבאות יש שתי אפשרויות והמסקנה היא שסידור השכבות יכול להיות 

XZYXYZ… , אוXYXYZY…,  אוXZXYZY… , או כל סדרה אחרת מבין אינסוף האפשרויות

 מגוונותהמשותף לכל אינסוף האריזות ה ).בלי חזרות( X, Y, Zשל ) אינסופית(ליצור שרשרת 

זו הצפיפות שקפלר שיער  .כדורים אחרים ולכולן אותה צפיפות 12-שכל כדור נושק ל, הללו הוא

לראשונה גאוס הוכיח זאת  עשרה-תשערק במאה השביותר ו הגדולה שהיא עשרה-שבעבמאה ה

 12-שבה כל כדור נושק ל ,אין להסיק מכאן שכל אריזה חשוב לציין כי .לכל אריזות השריג

 .היא בעלת אותה הצפיפות, אחרים

הביאו , ושל בארלו הקריסטלוגרף עם פופ הכימאי המהולל העבודות של גאוס המתמטיקאי והמדען

 עשריםהמאה ה .אבל לא להוכחתה ולא להפרכתה, הבנה מעמיקה יותר של השערת קפלרידי ל

  .בפתח והשערת קפלר ממשיכה להטריד את הקהילייה המתמטית
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 ?העשריםמה עלה בגורלה של השערת קפלר במאה 

בהרצאת . 1900המתמטיקאים פתחו את המאה העשרים בכנס בינלאומי שהתקיים בפאריס בשנת 

, מהשורה הראשונה מתמטיקאי, )David Hilbert, 1862-1943( התכבד דיוויד הילברטהפתיחה 

כל בעיה מתמטית ניתנת , והודות לכושר ההנמקה האנושי התמדהזכות השהאמין בלהט כי ב

גידל הראה כי . אנחנו יודעים שהילברט טעה באמונתו, משפט גידל בעקבות, כיום, אגב(לפתרון 

 .)להפריך אי אפשר גםת ועם זא שאותן אי אפשר להוכיח, "בלתי כריעות"הנקראות  יש השערות

סקר אותן והעמיד אותן כאתגר , בעיות פתוחות במתמטיקה 23בפתיחת הכנס הציג הילברט 

השערת  .אך לא כולן, הבעיות נפתרו רובעד היום . עשריםבפרוס המאה ה המתמטית לקהילייה

  .18 כחלק ג של בעיה" רשימת הילברט"קפלר הופיעה ב

 רבית של כדורים שווים במרחב היאשהצפיפות המֵ  תימוכין לכךקפלר שיער וגאוס הביא , כאמור

הצפיפות  .יתרבמֵ חסם תחתון לצפיפות ה שמשתמה ,)~5%74.0( אריזה משושההצפיפות של 

צריך להוכיח שזהו גם החסם , שקפלר צדקכדי להוכיח . יותר ית לא יכולה להיות קטנהרבמֵ ה

מובן כיוון ש. ~ 74.05% -מיותר כלומר שהיא לא יכולה להיות גדולה . יתרבמֵ העליון לצפיפות ה

 ~74.05%לבין  100%חייב להימצא בין , 100%-שאי אפשר למלא את המרחב יותר מ מאליו

העסיק את המתמטיקאים במהלך המאה המרוץ להקטנת החסם העליון . יתרבמֵ הפתרון לצפיפות ה

 ,Hans Frederick Blichfeldt(ט של הנס בליכפלדההצלחה הראשונה הייתה . כולה עשריםה

והפך לדיקן  פילס את דרכור שא ,בן למהגרים מדנמרק, קאי אמריקאימתמטי, )1873-1945

הוא הוכיח  1919שנת במאמרו מ .הידועה סטנפורד רסיטתהפקולטה למתמטיקה של אוניב

אילו היה מצליח . 84.3%-לשיפר  1929שנת וב 88.3%ורים לא יכולה לעלות על שצפיפות הכד

 בליה שארהשערת קפלר נ אבל, מוות להשערת קפלר-ייתה מכתזו ה, למצוא אריזה שזו צפיפותה

  ,Robert Alexander Rankin( נכנס לתמונה רוברט רנקין 1947בשנת  .הכרעה בינתיים

 ולםהעמת חלמשירות צבאי בעת מ באותו זמן השתחררש ,מתמטיקאי סקוטי, )1915-2001

-ה'לאסלו פֵייז ,יהמתמטיקאי ההונגר .82.7%-ל טהוא שיפר את התוצאה של בליכפלד .שנייהה

ידי -על ,תא לכל כדור, תאי חלוקה של המרחבבנה  ,)László Fejes-Tóth, 1915-2005( 'טוֹת

היה ברור  .השכניםהתאים הריקים שבין שני כדורים שכנים שווה בשווה בין שני  חלוקת החללים

העלה את ההשערה שהתא הכי ' טוֹת-ה'פֵייז .יותר הכדורים צפופיםכן  ,יותרשככל שהתאים קטנים 

 100%-אבל הבעיה הייתה שהתריסרון איננו ממלא את המרחב ב ,המשוכלל קטן הוא התריסרון

לתוצאה  ביאלא ה, בין נפח התריסרוןוולכן החישוב של היחס בין נפח כדור הכלוא בתריסרון 

מספיק לחשב את  ,הצליח להראות שכדי להוכיח את השערת קפלרהוא  1953בשנת  .מקווהה

הוא הציע תכנית עבודה שהייתה . אחריםשל מקרים ...) דואבל גדול מא(סופי  מספרב הצפיפות

חשוב ילך וישתפר בהנחה שכוח המִ , לטיפול בהשערת קפלר באמצעות מחשב" יריית הפתיחה"

  . בעתיד
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  ...קורהוהנה זה 

 יי- ווּ בשם מתמטיקאי יליד סיןהיה  'טוֹת-ה'פייז י התכנית שהתווהלפבין המתמטיקאים שעבדו 

בשנת וקיבל את הדוקטורט בפרינסטון  בטייוואן שהתחנך ,)-Wu-Yi Hsiang, 1938( שִּׁיאַנגְ

, הוא קיבל מינוי בפקולטה למתמטיקה באוניברסיטה היוקרתית של קליפורניה בברקלי .1964

קצרה  מתמטיקאים הודעהאחדים מעמיתיו הלשלח , מן המניין פרופסור כשהיה, 1990 נתבשו

 הגישהוא  ,1991שנת ב, כעבור זמן מה "....להערותיכם, ב הוכחת השערת קפלר"מצ": וברורה

   .שיצא לאור בברקלימתמטי לפרסום בעיתון  שלו את ההוכחה

את  1991מציין כהישג הגדול של שנת  1992לשנת  בריטניקה יתספר השנה של אנציקלופדי

וזמן לשאת את הרצאת הפתיחה בנושא ההוא  1993ינואר ב .השערת קפלרל שִּׁיאַנגְ ו שלהוכחת

 :ב"המשותף של שני האיגודים המתמטיים הגדולים של ארהבכנס השנתי  'הוכחת השערת קפלר'

AMS-MAA. לא איחרו , ריםעשמטובי המתמטיקאים של המאה השהיו , התגובות של עמיתיו

 1990שִּׁיאַנגְ משנת ייִ -ווּבהוכחה של ). ניל סלואון ואחרים, איאן סטוארט, ון קונוויי'ג(לבוא 

. ונימוקים לא מלאים.") ..באופן דומה מוכיחים", ..."קל לראות ש" ("נפנופי ידיים"נמצאו הרבה 

הוא חוזר  ,אתועם ז") לא מבינים", "חובבים(" ותבוטבהוא מגיב . הביקורת נמשכת ךהוא מתקן א

 מדעתו בו מתחיל לחזורשִּׁיאַנגְ  ייִ-ווּ 1993שנת אמצע ב. זה אחר זה ןומפרסם מאמרי תיקו

רסם פִ  1994בשנת  .שלו השלמת ההוכחהידי ל ביאשת, עמודים 88עבודה בת  ומפרסם תכנית

- פרופסורו 36בן אז  שהיה, )Thomas C. Hales( תומאס היילסמתמטיקאי אמריקאי אחר בשם 

במאמרו  .מאמר מקיף ומעמיק על מצבה העדכני של השערת קפלר, מישיגן חבר באוניברסיטת

דאגלס  1993 בשנתש עוד הוא מוסיף. אין הוכחהעדיין שלהשערה  תמשמעי-חד קביעהקובע  הוא

, לדברי היילס. 77.31% –החסם העליון הכי נמוך שידוע את  גישה )Douglas J. Muder(מוּדֶר 

הטענה של קפלר היא בחזקת  –כל עוד לא בוצעה  ךא, מבטיחה השִּׁיאַנגְ נראתייִ -ווּכנית של הת

 ביאשִּׁיאַנגְ ומייִ -ווּשפירסם " הוכחה"היילס גם מותח ביקורת חריפה ומנומקת היטב על ה .השערה

   :ילס כךהי כותב בין השאר .שגיאות רבות שנמצאו בה

אם לתא : "שִּׁיאנגְ ייִ- ווּציטוט מהטיעון של הנה 
אז אי , מסוים אי אפשר להכניס מספר כדורים

  ".אפשר להכניס אותם לתא קטן יותר

שזה לא נכון ) 28 איור ראה(באיור ממחיש היילס ממשיך ו

כל  שני כדורים שרדיוס .אפילו לשני כדורים בשכבה אחת

3לשטח של  לא נכנסים 1-ל שווהם מהאחד  3 , אבל הם

2כן נכנסים לשטח קטן יותר של 4.  עוד מוסיף היילס

  : במאמרו

הטיעון נשען על  נגְשִּׁיאייִ - ווּ במאמר הראשון של
ההנחה שבכל משולש מרכז המעגל החוסם נמצא 

הנחה כזאת מגבילה את המשך . בתוך המשולש
. למשולשים שכל זוויותיהם חדותהטיעון 

החוסם נמצא ל זווית מרכז המעג-במשולשים קהי
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  .מחוץ למשולש

השורה "אבל , אלמנטריפחות בעלות אופי  שִּׁיאַנגְ הןייִ -ווּשגיאות אחרות שנמצאו בפרסומים של 

   :אחד המוחות היצירתיים ביותר במתמטיקה בת זמננו, ון קונוויי'ג היא כדברי" התחתונה

…nobody who has read Hsiang's proof has any doubts about its validity: It 
is nonsense… 

הוא ממשיך לעסוק  .הונג קונג ,וחזר לארץ מוצאו 1997את ברקלי בשנת  עזבשִּׁיאַנגְ ייִ -ווּ

  .מעיסוקו בהשערת קפלר רפהה לאהיילס  מאסתו. במתמטיקה ולפרסם את ממצאיו

   2014-1994 של תומאס היילסרווית התסכול והעקשנות , הדרמטית דתועבו
קיבל את ר שא ,1958יליד תומאס היילס הוא מתמטיקאי אמריקאי 

שני תארים  לאחר, המהוללת פרינסטוןאוניברסיטת ב 26הדוקטורט בגיל 

כיום הוא פרופסור מן המניין . 'קודמים בסטנפורד ושנת מלגה בקיימברידג

  .פיטסבורג רסיטתבאוניב

שִּׁיאַנגְ נשענה על ייִ -ווּשל " הוכחה"על ההביקורת הנוקבת של היילס 

ובפרט ברעיונות של  בכל קורותיה של השערת קפלר התמצאות מעמיקה

אם יהיה רק להוכיח אותה  אפשרהמבטיחים ש ,1953משנת ' ה טות'פייז

די של אפשרויות הצורך למיצוי מספר סופי גדול למכוח חישוב חזק די 

 .לאריזת הכדורים

על השערת " צחוןינ"תוביל אותו ל אשר, היילס אסטרטגיה בת חמישה שלביםתווה ה 1994בשנת 

סביר את הרעיונות ה ,הוא יצא למסע הרצאות באוניברסיטאות אחדות 1996בשנת  .קפלר

תוך בך ילהן בגילוי לב שהוא מצפה לסיים את האר את התקדמותו וצייית, המרכזיים בתכניתו

לרשימת  הוא שלח מייל ,יחד עם תלמידו סמואל פֶרגֶסון, 1998באוגוסט  9-ב ,ואכן .שנתיים

   :ודיע בחגיגיותהעמיתים ו-תפוצה גדולה של מתמטיקאים

 –כל הפרטים  !כנית הושלמה והוכתרה בהצלחההת ,שנות עבודה 6אחרי 
  ./http://www.math.pitt.edu/~thales/kepler98 באתר האינטרנט שלי

אפשר להפריד את , יש מספר אינסופי של אפשרויות לערום כדורים שוויםכי היילס הראה שאף 

הוא השתמש . אינסוף האפשרויות של תצורות המייצגות את) אלפים רבים(כולן למספר סופי 

  .התצורות הללו כל כנת מחשב כדי לבדוק אתבת

ההוכחה . המתמטית פני הקהילייהללא קל באינטרנט הציב אתגר  כל הפרטיםהפרסום של 

יגה בייט של תכניות 'ג שלושהעמודים וכוללת עוד  250משתרעת על פני סדרת מאמרים בת 

, את תכניות המחשב להוריד, צריך להבין את הטקסט, כדי לעקוב אחר פרטיה. מחשב ונתונים

  2.להריץ אותן ולוודא שאין בהן טעויות

                                                           
ם מספיקים צבעי הארבעכך ש ההשערה על ם בסיוע מחשב שלכאשר אָפֶּל והֵייקן הכריזו על הוכחת ,1976- מצב דומה קרה ב   .2

של ...) גדול(לצמצם את הבעיה למספר סופי  אפשרהצליחו להראות ש, היילס מאסכמו תו, גם הם. מדינית מפה לצביעת כל

  )-1958(תומאס היילס 

(Hirling, 2015) 
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בכנס בינלאומי על  1998השלמת ההוכחה נשא היילס בספטמבר לאחר את ההרצאה הראשונה 

היה אוהד  ISISהקהל המגוון של באי כנס . יה שהתקיים בטכניון והתקבל בתשואות רמותיסימטר

חודשים במכון ללימודים מתקדמים  שישההמבחן האמיתי היה כעבור  .ולא הציג שאלות קשות

ימים נשאלו שאלות נוקבות והיילס השיב על כולן ונטע במשתתפים  ארבעהבמשך . בפרינסטון

העת -לפרסום בכתב הוזמן היילס להגיש את ההוכחה לכן .הרגשה שההוכחה שלו מבוססת היטב

, יבדקו את ההוכחה מומחים עשר-שנים כיהעורך הזהיר אותו . Annals of Mathematicsהיוקרתי 

וקיווה כיאות חן ביהוא רצה שההוכחה שלו ת ,יילס לא נרתעה. ולה לקחת זמןעל ולכן הבדיקה

, 'טות-ה'גאבּוֹר פייז היה ר ועדת השופטים"יו .נכונה מעל לכל צל של ספק היאשתקבל גושפנקה ש

 ,2003שנת הליך היה ארוך ומייגע ובתה .גם הוא מתמטיקאי הונגרי בעל שם .בנו של לאסלו

כתב , המתמטיקאים בחן את ההוכחה מטובי עשר-שניםשנים שבמהלכן צוות של  חמש לאחר

   :גאבּוֹר לעורך

 – להמשיך לעסוק בכך שההוכחה נכונה אבל לא נוכל 99%-הצוות משוכנע ב
  ...אנחנו מותשים

נאלץ ליצור תקדים ' טות-ה'פייג

  ! הוא מכריז שהוא מוותר, היסטורי

הכין הוא . אבל היילס לא מוותר

, של ההוכחהמהדורה מקוצרת 

וכעבור  ,עמודים 120בת  שהייתה

, 2005בנובמבר , שנתייםעוד 

זכתה המהדורה המקוצרת לפרסום 

היילס . )29 איור ראה( Annals-ב

- ה'הקדיש את המאמר ללאסלו פייז

 . נפטר באותה שנהר שא ,'טות

הכוללת חישובים גיאומטריים , הכרה במהדורה המורחבתידי על רצונו להגיע לגם היילס לא ויתר 

  . ך חדשיהוא חתר לאישורה מעל לכל צל של ספק ופתח בהל. ובדיקות ממוחשבות

: הוא השיק פרויקט בינלאומי שיתופי מתמשך ופתוח להצטרפות לכל המעוניין 2003בשנת 

http://code.google.com/p/flyspeck/.  לפרויקט הוא קרא בשםFLYSPECK – F.P.K: Formal 

Proof Kepler )המעופף'ויש המכנים אותו  'טלאי'פירושו ' פלייספק': בתרגום מאנגלית'(.   

ות כך שהוכחות באמצעות מחשב יהפכו להוכחות קבילות בהיותן בדוקידי מטרתו להביא ל

 השתמש ,בהנהגתו של היילס ,הצוות .ידי הקהילייה המתמטית-ומאושרות מעל כל צל של ספק על

שתיהן . HOL Light-ו Isabelle בשתי תכנות שהן עזרי בדיקה של הוכחות פורמליות הנקראות

                                                                                                                                              
של ההוכחה של אפל והייקן אף כי האשרור , לילה למשפט-בן ת ארבעת הצבעיםכך הפכה השער. מקרים ובחנו אותם אחד אחד

, לכל מתמטיקאי בכל העולם ן ומוכרזמי הפכה לכלי אינטרנט כברהתקשורת בכשרשת , 1998- אבל ב. דשים רביםוהתעכב ח
  .יותר מהר הרבה יקרהשל ההוכחה של היילס הייתה שהאשרור הציפייה 

 29איור 
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 שרשרת של טענות לוגיות כל ומסוגלות לבדוק בקפידהואמין של לוגיקה  מוצק בנויות סביב גרעין

  .לאתר בהן שגיאות או לאשר שהן טענות אמת כדי

המאמצים של היילס ומתמטיקאים רבים התבשרנו כי  2014באוגוסט , שנה עשרה-אחתכעבור 

הוכחה הנשענת על בדיקה של מאות באשר להספקות של המתמטיקאים  .שהצטרפו אליו נשאו פרי

 .שאין טעויות בעבודת המחשב ,אדםלוודא בידי  ר היכולתנובעים מהיעד, מקרים באמצעות מחשב

כנות מחשב שעושות את ו לפתח תהצליח ,של פרויקט פלייספק והיילס בראשם המתמטיקאים

  :לאחר שהושלמה המשימה אמר היילס .ך האימות הזהיהל

מעתה מתמטיקאים לא צריכים כבר לבזבז . אני מרגיש כעת צעיר בעשר שנים
, התכנות שלנו עושות את זה. את זמנם בבדיקת הוכחות לפני פרסומן

   !התפנות ליצירה של הוכחות חדשותוהמתמטיקאים יכולים ל

  :היילס פרסום ההוכחה אמרלאחר 

כל עוד לא הושלמה  שדחיתי את העבודה עליהםיש לי קופסא מלאה ברעיונות 
  !שנה 20וה שהפרויקט הבא לא יארך נקו. השערת קפלר תהוכחעבודה על ה

יגדל מספר המתמטיקאים  ההישג הזה מאמינים שבעקבות ,עמיתיו של היילס ,המתמטיקאים

גרמו הוכחות באמצעות מחשב  עשריםבסוף המאה ה .וכחותהאימות  צורךהסומכים על המחשב ל

 .הגדולה בשורהאימותן באמצעות מחשב הוא ה, עשרים ואחתמאה הב. לסערה
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  הדר -נצה מובשוביץ) אמריטוס( 'פפרו
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